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EINLEITUNG

Neuronale Netze kommen heutzutage in einem breiten Spektrum an Anwendungs-
gebieten zum Einsatz. Die Relevanz zeigt sich vor allem durch das wirtschaftliche
Wertschopfungspotenzial von feedforward- und Convolutional Neural Networks, wel-
ches auf jahrlich zwischen 3,5 und 5, 8 Billionen US-Dollar geschitzt wird [CMM " 18].
Mit Convolutional Neural Networks kann beispielsweise das semantische Segmentie-
rungsproblem aus der Computer Vision angegangen werden [HKH17]. Die Losung
dieses Problems ist insbesondere fiir Anwendungsfille relevant, bei denen das Ver-
stdandnis von Bildinhalten eine wichtige Rolle spielt. Beispielsweise miissen autonom
fahrende Fahrzeuge notwendigerweise ihre Umgebung verstehen, welche unter an-
derem per Kamera aufgezeichnet wird: Die Unterscheidung zwischen Gehweg und
Fahrbahn oder die Erkennung von Passanten, Hindernissen und Straflenschildern
ist essenziell. Ein weiteres Beispiel wéaren hochprézise chirurgische Eingriffe durch
Roboter, wie das Implantieren von Elektroden auf die Gehirnoberflache. Solch ein
Eingriff geschieht bei der Verpflanzung des Neuralink' durch einen Roboter: Dieser
muss 4 — 6um dicke Elektroden auf die Gehirnoberfldche stechen, ohne dabei Blut-
gefdfie zu treffen [Mus19]. Beide Anwendungsfille sind hochst sicherheitskritisch,
da fehlerhafte Interpretationen von Daten beziehungsweise falsche Vorhersagen des
Modells unmittelbar zu Personenschaden fithren konnen. Daher ist es von Interesse,
die Zuverlassigkeit der Modellvorhersagen zu quantifizieren. Eine weitere Eigenschaft
der obigen Anwendungsfille ist die Echtzeit-Anforderung. Die Verarbeitung der Daten
und somit die Vorhersage des Modells miissen moglichst schnell geschehen. Dies
bedeutet, dass die Quantifizierung der Zuverlassigkeit der Modellvorhersage unter
Berticksichtigung des Rechenaufwandes geschehen muss, um praktisch relevant zu
sein.

Einen beliebten stellvertretenden Wert fiir die Zuverldssigkeit beziehungsweise Rich-
tigkeit einer Klassifikation stellen die Werte des Softmax-Layers bei neuronalen Netzen
dar [GBC16, pp.10-12]. Diese Werte sind nicht nur bei falscher Klassifikation sehr hoch,
sondern auch bei Vorhersagen auf Grundlage ungeeigneter Eingaben. Diese Art von
Eingaben werden Out-of-Distribtution Eingaben genannt, da sie nicht der Verteilung

Das Neuralink ist ein sogenanntes Brain-Computer-Interface, welches eine direkte Kommunikation
zwischen Gehirn und Computer ermoglichen soll
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der Urspriinglich vorgesehenen Eingaben entsprechen. Zum Beispiel konnte einem
Softmax basierten bindren Klassifikator, der dazu trainiert wurde vorherzusagen, ob
auf einem Bild ein Hund oder eine Katze zu sehen ist, das Bild einer Maus als Eingabe
vorgelegt werden. Die Klassifikation wiirde trotz ungeigneter Eingabe mit einem
hohen Softmax-Wert stattfinden. Daher fiihrt die Nutzung der Softmax-Werte als Maf3
fiir die Richtigkeit zu einer Uberkonfidenz bei Vorhersagen [HG16].

Eine geeignetere Moglichkeit zur Abschdtzung der Verlasslichkeit der Vorhersage
bieten bayes’sche neuronale Netze [KSW15, BCKW15]. Diese erweitern klassische neuro-
nale Netze insofern, als dass Unsicherheiten in den Modellparametern beriicksichtigt
werden. Statt einfacher Punktschdtzung der Modellparameter 0, wird die Verteilung
der Modellparameter durch eine Verteilung q(6) approximiert [BCKW15]. Die Vorher-
sage geschieht {iber ein Ensemble an neuronalen Netzen, deren Parameter aus q(6)
gezogen werden. Die bekannte U-Net-Architektur [REB15] hat beispielsweise ca. 30
Millionen Parameter [B]20]. Bei einem bayes’schen U-Net-Pendant miissten daher bei
der Inferenz mehrere Male 30 Millionen Parameter aus q(6) gezogen werden und
anschlieflend, fiir jede Probe aus der Verteilung, die Vorhersage des entsprechenden
Modells berechnet werden. Dies hat zur Folge, dass die Inferenz mit bayes’schen
neuronalen Netzen um einiges rechenintensiver ist, als mit klassischen Netzen.
Dieser Rechenaufwand ist bei zeitkritischen und energiekritischen Systemen proble-
matisch. Daher sollen in dieser Arbeit hybride neuronale Netze untersucht werden,
welche nur partiell bayessch sind. Das Ziel dabei ist es die Vorteile bayes’scher neu-
ronaler Netze beizubehalten und dabei den Rechenaufwand zu reduzieren. Dies soll
anhand von empirischen Experimenten geschehen.
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Dieses Kapitel beinhaltet die theoretischen Grundlagen zum Verstandnis dieser Ar-
beit und zugleich eine Einfithrung in die verwendete Notation. Die Gliederung ist
folgende: Zundchst werden in Kapitel 2.1 die nétigen wahrscheinlichkeitstheoretischen
Grundlagen beschrieben, welche das Fundament fiir die bayes’schen neuronalen Netze in
Abschnitt 2.6 darstellen. In Kapitel 2.3 gibt eine kurze Einleitung in die Grundlagen
der Mustererkennung. Daraufhin wird auf Parameterschiatzung und Optimierung
eingegangen. Abschlieffend werden neuronale Netze und bayes’sche neuronale Netze

erlautert.
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2.1 KULLBACK-LEIBLER DIVERGENZ

In der Mustererkennung werden oftmals statistische Modelle genutzt um einen Klas-
sifikator zu realisieren. Aus verschiedensten Griinden, kann es sein, dass eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung approximiert werden muss. Ein Grund dafiir konnte eine
angestrebte Vereinfachung des Modells sein. Ein anderer Grund konnte sein, dass
die gesuchte Verteilung ganzlich unbekannt und insbesondere unzuganglich ist. Sei
f(x) die reale den Daten zu Grunde liegende Verteilungsdichte, also die Wahrheit. In
der Praxis beschreibt diese beispielsweise hochkomplexe biologische oder physika-
lische Prozesse, welche nie in Gdnze durch ein Modell beschrieben werden konnen.
Daher ist f(x) nicht berechenbar und ist es von Belangen, zwei Wahrscheinlichkeits-
verteilungen in Relation zu einer unbekannten Verteilung vergleichen zu kénnen. Ein
Mag, welches die Ahnlichkeit zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen angibt, ist die
Kullback-Leibler-Divergenz [Kuls9].

Definition 1 Seien p(x) und q(x) zwei Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen. Dann ist die
Kullback-Leibler-Divergenz zwischen p(x) und q(x) wie folgt definiert.

e N p(x)
Dyt (plx) | a(x)) = jmp(x) In( ) = Ep o [ ) (2.1.1)

Die Kullback-Leibler-Divergenz ist Null, wenn q(x) = p(x) gilt:

o]

Dre(p(x) [p(x)) =] p()In(—=)dx

= p(x) - 0dx

=0

Des Weiteren ist die Kullback-Leibler-Divergenz zweier beliebiger Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktionen durch Null nach unten beschrankt, also gilt

Die(p(x) [ g(x) ) >0 (2.1.2)
Dazu wird zunidchst gezeigt, dass die Beziehung
Vx> 0.x—1 > 1In(x) (2.1.3)

glltig ist.
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Beweis 1 Sei f(x) = x—1 — In(x), die Differenz zwischen x — 1 und In(x). Dann sind
die Ableitungen durch f'(x) =1— L1 und £ (x) = % gegeben. Des weiteren ist die einzige
Nullstelle von ' an der Stelle x = 1. Da f(x) eine konvexe Funktion ist und " (1) = 1 gilt,
folgt daraus, dass f(x) an der Stelle x = 1 sein absolutes Minimum mit dem Wert f(1) =0

hat. Folglich gilt ¥x > 0:

fx)=x—1 —Inx) =20 & x—1 =1In(x)

O

Beweis 2 Beweis von 2.1.2. Die Kullback-Leibler-Divergenz zwischen den Wahrscheinlich-
keitsverteilungen p(x) und q(x) ist wie in 2.1.1 beschrieben durch Dy ( p(x) || q(x) ) =

= px) ln(zE:; )dx gegeben. Aufgrund des Logarithmus lisst sich die Umformung

TR NN )
Joop("”“(q(x))d"‘ Joop("”“(p(x))d"

vornehmen. Durch 2.1.3 und Vx.p(x) > 0 gilt folgende Ungleichung.

N qalx) N q(x)
J_Oop(x)(p(x) nax <] poaimdex
& —Jooq(x)—p(x)dx < —diwp(x)ln(m)dx
_ o0 _ (o/e] _ oo M
o (qu(x)dx Jmp(x)dx) <—| pomax
=1 =1
o0 (X)
< 0 < —dioop(x)ln(m)dx
* p(x)
< 0 < Joop(x) ln(m)dx
= 0 < Dkr(p(x) || q(x))

g

Trotz dessen, dass Dk die Ahnlichkeit zweier Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
angibt, ist sie keine Distanzfunktion im streng mathematischen Sinne. Sie erfiillt die
Anforderung der Dreiecksungleichung d(a, b) 4 d(b,c) > d(a, c) nicht. Des Weiteren
ist Dk nicht Symmetrisch, das heifst Dk ( p(x) || q(x) ) # Dki( q(x) || p(x) ). Trotz
dessen ist die Interpretation erlaubt, dass q(x) dhnlicher zu p(x) ist als q’(x) zu p(x),
wenn Dy (p(x) || q(x) ) < Dkr(p(x) || q’(x) ) gilt. Eine intuitive Begriindung hierfiir
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ist der Aufbau der Kullback-Leibler-Divergenz. Der Quotient % ist fur p(x) =~ q(x)

nahe Eins und somit ist In( g(x)) nahe Null. Das heifst, je dhnlicher die Werte sind,

(x)
desto kleiner ist der Logarithmusterm. Im Umkehrschluss gilt natiirlich, dass der Term

groBer wird je undhnlicher beide sind. Somit bleibt der Term [* p(x) ln(z% )dx
klein, wenn p(x) ~ q(x) fiir moglichst viele relevante® x gilt. Diese Eigenschaft ist
wichtig um ein moglichst gutes Modell auswéhlen zu konnen. Sei f(x) die reale den
Daten zu Grunde liegende Verteilungsdichte und g(x|®) ein Modell, parametrisiert
durch O, welches f(x) approximieren soll. Wie oben beschrieben ldsst sich f(x) nicht
berechnen. Trotzdem kann die KL-Divergenz Dy ( f(x) || g(x|®) ) genutzt werden, um
g(x|®) zu optimieren, indem sie minimiert wird. Dazu kann Dk wie folgt umgeformt

werden.

Dy ( f(x) || g(x1©) ) :J f(x) In(f(x))dx — J f(x) In(g(x|®))dx
= ]Ef(x)[ll’l(f(X))] - Ef(x)[g(x|®)]
—_————
Konst. bzgl. ©
= C — E¢(x)lg(xIO)]

Da C unabhidngig von O ist, ist er fiir den Vergleich zweier Modelle g(x|®1), g(x|®2)
nicht von Relevanz. Dazu reicht Beispielsweise eine Schatzung von —E¢(y)[g(x|©)] auf
Grundlage von empirischen Daten D ~ f(x) [Akay3].

Fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen P : X — [0,1] und Q : X — [0, 1] mit
X € IN wird die KL-Divergenz wie folgt berechnet.

P(x)
Qx)

Dxi( P(¥) | Q(x) ) = > P(x)log(~ ) (2.1.4)

xeX

Im diskreten Fall sind die obigen Eigenschaften, analog zum stetigen Fall, ebenfalls
glltig.

Mit Relevanz ist die Gewichtung durch die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x) gemeint. Da x mit einer
hoheren Wahrscheinlichkeitsdichte mehr ins Gewicht fallen.
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2.2 UNSICHERHEITEN

Einen wichtigen Vorteil der bayes’schen neuronalen Netze stellen die zugéanglichen
Modellunsicherheiten dar, welche in den Experimenten dieser Arbeit genutzt werden.
Daher soll in diesem Kapitel dieses Thema durchleuchtet und ein grundlegendes
Verstandnis von Unsicherheiten in statistischen Modellen geschaffen werden. Unsi-
cherheit ist eine Bezeichnung fiir das Mafs an Ungewissheit einer gemessenen oder
durch ein Modell bestimmten Grofie. Informationen tiber Unsicherheiten im Modell
konnen sehr wertvoll sein. Dies wird vor allem dann ersichtlich, wenn Modelle in
sicherheitskritischen Systemen, wie autonome Fahrzeuge oder medizinische Geréte,
betrachtet werden, da Fehlentscheidungen der Modelle unmittelbar zu Personenscha-
den fiihren kann. Diese Gefahr ist nicht nur theoretischer Natur, wie anhand eines
Unfalls im Jahre 2016 klar wird. Bei diesem fuhr ein Autonomer Personenkraftwagen
unter ein Lastkraftwagen, welches zur Kollision fiihrte, bei dem der Fahrer des PKW
ums Leben kam. Der Hersteller begriindete das Verhalten des Fahrzeugs mit einer ex-
trem seltenen Verkehrssituation, bestehend aus einer ungewo6hnlichen Héhe des LKW
in Kombination mit einer ungewohnlichen Verkehrskonstellation [Unf]. Daher ist es
sinnvoll die Unsicherheit beziiglich der Vorhersage solcher Systeme zu quantifizieren,
um Entscheidungen auf Basis dieser sicherer gestalten zu kénnen.

2.2.1  Quellen von Unsicherheit

Es gibt verschiedene Quellen von Unsicherheit, welche in ein Modell einfliefsen kénnen.
Eine Quelle sind die gesammelten Daten, die zum Training und auch zur Vorhersa-
ge genutzt werden, welche selbst unsicherheitbehaftet sind. Zum einen konnte das
Gemessene inhdrent stochastisch sein und zum anderen konnte die Messung selbst
ungenau sein. Eine Begriindung weshalb die Genauigkeit von Messungen nicht nur
technisch, also aufgrund der Qualitdt des Sensors, begrenzt ist, bietet die Heisenbergsche
Unschiirferelation. Sie besagt beispielsweise, dass je genauer der Ort eines Elektrons
gemessen wird, desto ungenauer sein Impuls bestimmt werden kann und umge-
kehrt [Hei2y]. Eine weitere mogliche Quelle der Unsicherheit in den Daten ist die
Digitalisierung von Messungen. Zur Digitalisierung miissen Analoge, kontinuierliche
Signale mittels diskreter endlicher Werte abgebildet werden. Dazu wird das Signal
an dquidistanten Stellen abgetastet und die gemessenen Werte quantisiert. Somit geht
Information verloren und das aufgezeichnete Messergebnis ist Fehlerbehaftet. Selbst
ein ganzlich deterministisches System kann die Quelle von Unsicherheit sein, wenn
dessen Beobachtbarkeit beschrankt ist. Ein Beispiel hierfiir ist eine Studie, bei dem
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Hirnforscher die Funktionen eines Mikroprozessors, bestehend aus 3510 Transistoren,
mit Hilfe der Methoden der Hirnforschung ergriinden sollten.[JK16]. Die Einblicke und
Eingriffe begrenzten sich daher auf die Aktivitdten von Transistoren beziehungsweise
der Verschaltung dieser. Diese Beschrankung der Beobachtbarkeit fiihrte zu grofien
Unsicherheiten in den Modellen, wodurch die Aufgabe, den Prozessor zu verstehen
scheiterte. Die letzte Quelle ist das Modell selbst: zum einen konnte die Auswahl
des Modells Unsicherheit in die Vorhersagen bringen und zum anderen kénnten die
Modellparameter unsicherheitbehaftet sein.

2.2.2  Epistemische und Aleatorische Unsicherheit

Die oben genannten Quellen fiir Unsicherheit konnen in zwei Kategorien aufgeteilt
werden: epistemische und aleatorische Unsicherheit[KG17]. Ersteres bezeichnet die
Unsicherheit mit dem Ursprung im Modell und der Modellparameter, welche theore-
tisch minimiert werden konnte, wenn mehr Information gegeben wire. Letzteres ist
die Unsicherheit, welche den Daten zu Grunde liegt. Insgesamt ist die Unsicherheit
des Modells die Summe beider Unsicherheiten:

Definition 2 Sei e die Unsicherheit eines Modells. Dann ist sie die Summe der aleatorischen
Unsicherheit €, und der epistemischen Unsicherheit €.

€ =¢€q+€e (2.2.1)

2.2.3  Map fiir Unsicherheit

Sei p(ylx) ein statistisches Modell, welches fiir das Muster x die Wahrscheinlichkeit
fir die Zugehorigkeit zur Klasse y angibt. Dann ist dieses Modell maximal unsicher
in seiner Vorhersage, wenn die Verteilung p(ylx) der Gleichverteilung entspricht
und somit p(ylx) = % gilt, wobei K die Anzahl moglicher Klassen ist. Minimale
Unsicherheit und somit maximale Sicherheit wére gegeben, wenn nur fiir eine Klasse
k, p(y = klx) = 1 und alle anderen Klassen j # k, p(y = jlx) = 0 gilt. Daraus kann die
Intuition abgeleitet werden, dass das Modell unsicherer ist, je mehr Ahnlichkeit der
Vorhersage zur Gleichverteilung besteht.

Ein Maf fiir Unsicherheit, welche ihren Ursprung in der Informationstheorie hat, ist
die Entropie nach Claude Elwood Shannon [Sha48]:

H(P(x)) =— > P(x)-log(P(x)) (2.2.2)

xeX
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Die Entropie H erreicht ihr Maximum, wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(-) der
Gleichverteilung entspricht. Eine mogliche Interpretation dieser Gleichung lasst sich
in der KL-Divergenz finden. Sei U(x) : {1,...,K} — R die diskrete Gleichverteilung
mit K Ausprdagungen der Zufallsvariable. Dann ist die KL-Divergenz zwischen einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung P : {1,..., K} — R und U(x) folgende.

P(x)
U(x)

Dii(PX) [ UX))= > P(x)logl )

( Z P(x)log(P(x)))-i— log(K)

x&{l,... K} Konstante

negative Entropie

So ist zu sehen, dass die KL-Divergenz zwischen einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
P:{1,...,K} = R und U(x) der negativen Entropie von P(X) plus einer Konstanten
entspricht. Somit konnte die Entropie als ein Mafs angesehen werden, welche angibt,
wie dhnlich die Gleichverteilung zur Verteilung P ist und daher, wie oben erwihnt,
die Unsicherheit bemisst.

11
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2.3 MUSTERERKENNUNG

Kerngegenstand der Mustererkennung ist die Nachbildung der Wahrnehmungsleis-
tung des Menschen. Dabei werden im weitesten Sinne die mathematisch-technischen
Aspekte der Perzeption durch Maschinen umfasst [Nie13]. Ziel ist es das Ergebnis
menschlicher Perzeption nachzubilden ohne dabei die Prozesse zu kopieren. Im folgen-
den werden die formalen Grundlagen der Mustererkennung gegeben und erldutert.

Definition 3 Die Umwelt U wird durch die Menge aller messbaren physikalischen GrofSen
°b(x) : X(p) — B(p) dargestellt.

U={"b(x): X(p) = B(p) p=1,2,...} (2.3.1)

Die physikalischen Grofien werden durch mehrdimensionale Funktionen dargestellt,
welche fiir jeden Punkt im Raum und/oder Zeit, eine charakteristische Grofle angeben.
Dabei kann fiir jedes p sowohl die Definitions- als auch die Zielmenge unterschiedliche
Dimensionen und Grundmengen haben, je nach dem, welche Grofie dargestellt werden
soll. Somit kann jedes Objekt und auch jedes Ereignis durch eine Teilmenge von
U dargestellt werden. Aufgrund der Allgemeinheit und der damit verbundenen
Maichtigkeit von U beschrdanken sich Mustererkennungssysteme auf eine Teilmenge
von U, welche Problemkreis genannt wird.

Definition 4 Ein Problemkreis Q) ist eine echte Teilmenge der Umwelt U. Er beinhaltet
Objekte eines begrenzten Anwendungsgebiets, welche durch geeignete Sensoren erfasst wurden.
Es gilt:

Q={"flx): X=Flp=1,2,...}ClU (2.3.2)

Zu bemerken ist, dass die Definitionsmenge X und die Zielmenge F der Elemente
eines Problemkreises konstant sind.

Definition 5 Die Elemente f(x) eines Problemkreises Q) werden Muster genannt. Es gilt:

f] (X],...,Xn)

fx)=49... (2.3.3)
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Mit dieser flexiblen Definition lassen sich unterschiedlichste Objekte in einfacher Weise
darstellen. Bespielsweise konnten 32 x 32 Pixel grofse RGB-Bilder durch die Menge der
Funktionen f(p) : {0,1,.. .,31¥% = 1{0,1,...,25513 dargestellt werden. Hierbei wiirde p
die Position eines Pixels angeben und f(p) die drei RGB-Werte an dieser Position:

fr(x,y)
flp) = fg(x,y)
fb (X/ Yy )
Die Muster eines Problemkreises konnen in verschiedene Klassen aufgeteilt werden.

Definition 6 Die Untermengen Q) des Problemkreises Q) , welche sich durch Partitionierung
ergeben, werden Musterklassen genannt. Es gilt also:

Qc #0 Vk (2.3.4)
Q.NO\=0 VA #x (2.3.5)
Uac=0a (2.3.6)

Die Gesamtheit der Partitionen {Qy}c—12,... x wird Klassensystem genannt.
Mithilfe dieser Musterklassen kann das Klassifikationsproblem formuliert werden.

Definition 7 Klassifikationsproblem: Finde eine Funktion g : Q — {1,2,...,K}, gegeben
eines Problemkreises Q) mit dem Klassensystem 1, Q5,..., Qg C Q bestehend aus K Klassen,
sodass

Vie Q. g(f) =k & feQ (2.3.7)

Die Funktion g wird Klassifikator genannt und weist jedem Muster eine Klasse der K
Klassen zu. Er erfiillt in der Praxis die Definition 2.3.7 nicht fiir alle f € Q. In den
folgenden Kapiteln werden Kriterien vorgestellt, welche die Giite eines Klassifikators
messen. Um einen geeigneten Klassifikator zu finden, ist eine reprasentative Stich-
probe w’ C Q von Noten. Die Reprasentativitit der Stichprobe w’ ist mafigeblich
fiir die Generalisierung von Beobachtungen, da anhand der Beobachtungen in der
Stichprobe Erkenntnisse tiber Elemente von (O gewonnen werden sollen. Dazu wird
meist neben den Mustern Pf(x) zusitzliche Informationen y, gegeben, sodass die
annotierte Stichprobe w der Grofie N wie folgt definiert wird:

w ={("f(x), yp) | °f(x) € w'} mit N = |w|

13
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Die zusatzlichen Informationen konnen verschiedener Art sein. Diese Arbeit be-
schrankt sich auf das bindre und multinomiale Klassifikationsproblem, bei der y,
lediglich angibt, zu welcher Klasse das entsprechende Muster zugehorig ist. Beim
bindren Klassifikationsproblem besteht das Klassensystem aus zwei Klassen, welche
haufig negative und positive Klasse genannt werden und daher y, € {—1, 1} gewdhlt
wird. Bei der multinomialen Klassifikation gilt K > 2, sodass y, € {1,2,..., K} gewdahlt
wird. In der Regel wird ein parametrisiertes Modell g(f| ©) mit Parametervektor
© = (01,...,0,) genutzt um einen Klassifikator zu finden, welcher bestimmte Giite-
Kriterien erfiillt.

2.4 PARAMETERSCHATZUNG UND OPTIMIERUNG

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Prizipien zur Parameterschitzung und
Optimierungsmethoden vorgestellt.

2.4.1  Das Maximum-Likelihood-Prinzip

Ein solides Prinzip, um die optimalen Parameter ©* eines Modells, auf Grundlage
einer reprasentativen Stichprobe w = {Pc| p = 1,..., N} des betrachteten Problem-
kreises Q) zu bestimmen, ist das Maximum-Likelihood-Prinzip [Nie13, GBC16]. Eine
Grundvoraussetzung fiir dieses Prinzip ist die statistische Unabhdngigkeit der Ele-
mente von Q). Prinzipiell werden hier jene Parameter © des Modells gesucht, welche
die Wahrscheinlichkeit fiir die Beobachtungen der Stichprobe maximieren. Das heifst,
es wird O gesucht, sodass die Wahrscheinlichkeit p(w| ©), welche Likelihoodfunktion
genannt wird, maximal ist. Aufgrund der statistischen Unabhéngigkeit der Elemente
kann diese Wahrscheinlichkeit wie folgt dargestellt werden.

N
plwl €)= [r(°cl®)
p=1

Letztlich ergibt sich dadurch folgendes Optimierungsproblem.
Definition 8 Maximum-Likelihood-Schitzung.

N N
Oy = argmax H p(Pc| ©) = argmax Z In(p(Pc| ©)) (2.4.1)
© p=1 e p=1

In der Praxis wird der nattirliche Logarithmus auf die Likelihoodfunktion angewandt,
welche Loglikelihoodfunktion genannt wird, um aus dem Produkt eine Summe zu
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machen, da diese einfacher zu handhaben ist. Auf Grund der Monotonie-Eigenschaft
des Logarithmus wird das Ergebnis der Schiatzung nicht beeinflusst.

Um das Prinzip besser interpretieren zu kénnen, wird die Likelihoodfunktion durch
N, der Stichprobengrofie, geteilt, sodass wir folgendes erhalten.

ML = ar male‘:‘:1 In{p(Pe| ©))
ML = g@ N

Mit dem Gesetz der grofien Zahlen lasst sich der Ausdruck zum Erwartungswert hin-
sichtlich der, der Stichprobe zu Grunde liegenden Verteilung p(c), umformen:

Omr = argmax E,, ) [In(p(c| ©))] (2.4.2)
(C)]

Dieser Ausdruck entspricht einem Teil folgender Kullback-Leibler-Divergenz:

Diilp(c) | p(cl®)] = Ep(¢)[Inp(c)] —Ey () [Inp(clO)] (2.4.3)

Unabhéngig von @ Abhingig von ©

Da E(¢)[Inp(c)] unabhingig von © ist, wird durch Maximierung von 2.4.2, die
Kullback-Leibler-Divergenz in 2.4.3 minimiert. Da die Kullback-Leibler-Divergenz ein
MaR fiir die Ahnlichkeit zweier Verteilungen darstellt, 1dsst dies die Interpretation zu,
dass durch das Maximum-Likelihood-Prinzip, das geschitzte Modell p(c|®) an die
unbekannte, der Stichprobe zu Grunde liegende, Verteilung p(c) gendhert wird[GBC16,
s.131ff].

2.4.2 Das Maximum-a-posteriori-Prinzip

Beim Maximum-a-posteriori-Prinzip wird die a-posteriori Wahrscheinlichkeit der Para-
meter, gegeben der Stichprobe, p(©| w) maximiert [GBC16, Nie13].
Definition 9 Maximum-a-posteriori-Schitzung:
Omap = argmax p(6| w)
e
O)p(©
 aromax P(C[OP(©)

® plw)
= arggmx rlw| O)p(O)

(2.4.4)

= argmax In(p(w| ©)) +In(p(O))
]

2 Hierbei sei zu beachten, dass N hinreichend grof$ sein muss

15
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Die Schiatzung nach dem Maximum-a-posteriori-Prinzip besteht aus der Summe der
Loglikelihoodfunktion In(p(w| ©)) und der Prior-Verteilung In(p(®)). Letztere ermog-
licht es Vorwissen tiber die Parameter O in die Schitzung miteinzubeziehen. Dieser
Prior entspricht einer Regularisierung der Modellparameter. Wird beispielsweise ein
lineares Regressionsmodell mit dem Prior p(©) = N(O | 0, %Iz) verwendet, ist der
Term In(p(O)) proportional zu AOTO, welches dem Weight Decay[KHog1] Regularisie-
rungsterm entspricht [GBC16, S.138ff].

2.4.3 Optimierung durch Gradientenabstieg

Die Maximum-Likelihood- und Maximum-a-posteriori-Schatzung geben das Grundge-
riist zur Findung der Modellparameter, ohne dabei eine Aussage dartiber zu treffen,
wie die Parameter zu finden sind. Zum berechnen des argmax stehen, je nach An-
wendungsgebiet, verschiedenste Methoden zur Verfiigung. Im Kontext neuronaler
Netze, welche Gegenstand diese Arbeit sind, ist der Gradientenabstieg die Methode zur
Optimierung der Modellparameter.

Der Gradientenabstieg ist eine lokale Optimierungsmethode ohne Nebenbedingungen[Nie13,

S.35ff]. Sie ist fiir Funktionen mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen geeignet.
Im Folgenden wird das Problem der Findung eines lokalen Minimums untersucht.
©* = argmin g(0) (2.4.5)
e
Das Maximierungsproblem kann hierbei aus dem Minimierungsproblem abgeleitet
werden, da die folgende Beziehung gilt.

argmax ¢(®) = argmin — g(®)
e e

Folgende Bedingungen sind hinreichend fiir ein lokales Minimum von g [Nie13][Fleoo,
S.12ff].

99
00,
Veg(@*) =1 : | =0, (2.4.6)
99
36,
9%g d%g
30;,00; "' 30,00n
y' Vig©)y =y | 5 : o |y>o0 wy#0 (2.4.7)
d?g d%g

00,007 °°° 00,00,
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Sind diese Bedingungen erfiillt, kann wie folgt ©* iterativ berechnet werden.

Definition 10 Gradientenabstieg

1

el — el —gv gO@W) beziehungsweise e)?”” = 9).“) — Bagg?.()) (2.4.8)

j
Die Intuition hinter dem Verfahren ist, dass die Suche, ausgehend von einem initialen
Wert von ©(°), in die steilste abfallende Richtung, gegeben durch V,.g(©), fortgefiihrt
wird. Dabei gibt der Skalar (3 an, wie weit der Schritt in diese Richtung gehen soll. Wie
oben beschrieben wird per Gradientenabstieg ein lokales Minimum gefunden. Dies
wird im Beispiel der zwei dimensionalen Funktion in Abbildung 2.4.1 deutlich: Je nach
dem welcher Startpunkt fiir ©(°) gewshlt wird, konvergieren die Parameter gegen
ein anderes Minimum. Wird s; oder s, gewdhlt, so wiirden die Parameter gegen m;
konvergieren. Wird ©(°) = s3 gewihlt, so konvergieren die Parameter gegen m3. Dies
zeigt auch, dass die Wahl der initialen Werte das Ergebnis der Optimierung stark

beeinflussen kann.

\ s

my

m3

Abbildung 2.4.1: Zwei dimensionale Funktion.
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2.5 NEURONALE NETZE

Kinstliche neuronale Netze stellen ein weit verbreitetes und sehr erfolgreiches Konzept
der Mustererkennung dar und haben ihre Inspiration in den natiirlichen neuronalen
Netzen des Gehirns.[Ros57] In der Theorie kann eine beliebige stetige Funktion durch
ein ein-schichtiges neuronales Netz approximiert werden [HSW8g]. Im folgenden
werden kiinstliche neuronale Netze, ohne das Adjektiv kiinstlich, neuronale Netze genannt.

2.5.1 Einfaches Neuron

Die Grundeinheiten neuronaler Netze werden Neuronen genannt. Prinzipiell berechnet
das Neuron die gewichtete Summe seiner Eingabe, welche anschlieffend durch eine
nichtlineare Aktivierungsfunktion o(-) verarbeitet wird, welches in Abbildung 2.5.1
visualisiert wird. Die Eingabe des Neurons wird durch den Vektor x = (x1, ..., xq)"
dargestellt. Die zu erlernenden Parameter ©,, sind die Gewichte wy,...,wq. Der
Skalar b, welcher es ermoglicht die Eingabe zu verschieben, stellt hierbei den bias dar
und muss auch erlernt werden. Dieser deckt dabei die Anteile der Berechnung ab,
welche unabhiangig von den Eingabedaten sind.

Abbildung 2.5.2: Vereinfachte Darstellung des
Neurons

Abbildung 2.5.1: Einfaches Neuron
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Die Erregung u des Neurons berechnet sich wie folgt.

n n
u=>b+ Zwixi = Zwixi (2.5.1)
i=0

i=1

Die Ausgabe berechnet sich in dem die Aktivierungsfunktion auf die Erregung ange-
wendet wird.

f=o(u) =o(b+ Zwixi) (2.5.2)
i=0

Die Aktivierungsfunktion o(-) ist eine nichtlineare, stetige, differenzierbare Funktion.
Beispiele fiir Aktivierungsfunktionen sind die sigmoid-, tanh- und ReLU-Funktion.

1
Gsigmoid(x) = T+ex (253)
Gtanh(x) = tanh(x) (254)
OReLu(X) = max(0,x) (2.5.5)

1, fallsx > 0
Ohlim(Xx) = (2.5.6)
0, fallsx < 0

Diese sind in Abbildung 2.5.3 inklusive ihrer ersten Ableitung veranschaulicht. Die
Nichtlinearitdt und Differenzierbarkeit sind notwendig, um das Netz, wie in Kapitel
2.4.3 beschrieben, optimieren zu konnen. Des Weiteren beeinflussen die Eigenschaften
der Aktivierungsfunktionen die Optimierung per Gradientenabstieg, da ihre Ableitun-
gen unmittelbar den Gradienten beeinflussen. Wird beispielsweise onh1im (-) gewdhlt,
ist eine Optimierung per Gradientenabstieg nicht moglich, da o},;,,(-) = 0 und folg-
lich aiwiy =0.

Usigmoid(')

0.5

—10 0 10

Abbildung 2.5.3: Aktivierungsfunktionen(rot) und ihre Ableitungen(blau, gestrichelt)
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Um im Folgenden den Uberblick wahren zu kénnen, wird die Darstellung des Neurons
wie in Abbildung 2.5.2 vereinfacht, in dem der Bias b als Gewicht w( definiert, die
Eingabe des Neurons um eine nullte Komponente xo = 1 erweitert und die Summation
nicht mehr graphisch dargestellt wird.

2.5.2  Mehrschichtiges Vollvernetztes Neuronales Netzwerk

Eingabeschicht Versteckte Schichten Ausgabeschicht
1=0 le{l,...,L-1} 1=1L

Abbildung 2.5.4: Vollvernetztes Neuronales Netz mit Zwei versteckten Schichten

Ein mehrschichtiges vollvernetztes neuronales Netz ist schichtweise strukturiert
und besteht aus L Schichten. Dabei besteht jede Schicht 1 € {0,...,L} aus MU e N
Neuronen. Die O-te Schicht stellt hierbei die Eingabeschicht dar, welche die Eingabeda-
ten bereit stellt und wird daher bei der Zahlung der Schichten nicht berticksichtigt.
Darauf folgen versteckte Schichten, welche die Berechnungen des Modells durchfiih-
ren, die nach aufien hin nicht sichtbar sind. Das endgiiltige Ergebnis des Modells
wird aus der Ausgabeschicht ausgelesen. Fiir alle Schichten gilt, dass nur aufeinander
folgende Schichten miteinander verbunden sind, weswegen diese Netztopologie auch
als feedforward neural net bezeichnet wird [GBC16]. Die Bezeichnung vollvernetzt rithrt
daher, dass jedes Neuron einer Schicht, mit jedem Neuron aus der vorherigen und
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folgenden Schicht verbunden ist. Die Erregung des j-ten Neurons im 1 + 1-ten Layer

u§l+” berechnet sich analog zu 2.5.1 wie folgt.

1+1) l 1) l 1)
Wt Zp(ten) Z + (2:5.7)

Dabei werden die Aktivierungen der Neuronen aus der vorherigen Schicht fj(l) gewich-

tet aggregiert. Die Parameter WS 1) stellen die Gewichte dar, welche die Aktivierung

des i-ten Neurons aus der l-ten Schicht in der Erregung des j-ten Neurons in der
L+ 1-ten Schicht gewichten. Zur Vereinfachung der Notation wird der Bias des j-ten
Neurons aus der 1+ 1-ten Schicht b]glﬂ (1) 4nd f(()l) =1

definiert.

M
1+1 Z 1+1 1 l 1)

als nulltes Gewicht WO

Anschliefsend ist es moglich die Berechnung mittels Skalarprodukt der Vektoren

1+1 1+1 1+1 1+1) [SIN(! l
LV]( +1) (w(())+ ) gj+ ., z(v:))) und (! (fé),fg ),...,f’(vl)(l))T darzustellen.

Abschliefiend kann die Erregung einer Schicht als Vektor ullt) = (u
zusammengefasst werden und kompakt als Matrix-Vektor-Produkt beschrieben wer-
den.

W) S WD) i W) (Wgﬂ))T _ (Lv(()l+1)/wgl+1)’”./w’(\}lJ(rlL)”)T

(2:5.9)
Die Aktivierung f (U der 1-ten Schicht, fiir 1 € {1,..., L} ist dann die komponentenweise
Anwendung der Aktivierungsfunktion auf den Erregungsvektor (Y.

f) = oW ) = (1, 0(uf™ ), o(ud ™), Lol T (2:5.10)

Die Aktivierung der Eingabeschicht, 1 = 0, ist der Eingabevektor x erweitert um die
nullte Komponente.

T (2.5.11)

So lasst sich die Ausgabe eines L-schichtigen vollvernetzten neuronalen Netzes mit
der Eingabe x iiber f (L) rekursiv wie folgt berechnen.

f(L) _ O_(W(L)f(LA)) U(W(L) . O-(W(L—l)f(L—Z)))
WO oW1 o(W£0))y )
W oW1 o(Wpad(x))...))

%) :Pad(ﬁ) = (1,X],X2,...,XM(0))

o
o

(141) _ (141) (1+1)
1 Uy e, M(l+‘))
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Die Berechnung der Ausgabe {j eines vier schichtigen neuronalen Netzes erfolgt
beispielsweise folgendermafien.

= o(WH . g(WB) . g(W2) . o(W(Dpad(x)))))

>

Im folgenden wird f(!)(x) die Ausgabe der Schicht 1 mit Eingabevektor x bezeichnen.

2.5.3 Gradientenabstieg bei neuronalen Netzen

Die Parameter Ow = (W“ ) w2 W(L)) des neuronalen Netzes konnen mittels Gra-
dientenabstieg, welches in Abschnitt 2.4.3 vorgestellt wurde, erlernt werden. Dazu sei
die annotierte Stichprobe w = {(°x,° y)lp =1, ..., N} aus dem betrachteten Problem-
kreis gegeben. Um nun den Gradientenabstieg anwenden zu konnen, muss zunachst
einmal ein Ziel definiert werden. Dieses Ziel ist das Minimieren des Fehlers in der
Ausgabe des neuronalen Netzes fiir unsere Stichprobe. Daher ist ein Fehlermaf§ von
Noten. Diese werden auch Loss- beziehungsweise Verlust-Funktion genannt. Zu unter-
scheiden ist hierbei zwischen der Gesamtverlustfunktion iiber die gegeben Stichprobe
Llw) : B(Q) — R und dem Verlust fiir ein Stichprobenelement £({,y) : Y? 5 R,
wobei § = f (L) (x) die Vorhersage des neuronalen Netzes und y die gegebene Annota-
tion beziehungsweise den korrekten Wert, den es zu vorhersagen galt, darstellt. Der
Gesamtverlust kann hierbei beispielsweise durch den mittleren Einzelverlust berechnet
werden.

Llw) = — Z L£(°9,°y) (2.5.12)

|w| P P
) 1), 0L(w) (1) 1 0L(°0,°y)
W..” < W.. —[57 = w.. —pf— E _ = (2.5.13)
Y Y awg) Y |wl o1 awg)

Dazu wird aj (%{%) mittels Backpropagation-Algorithmus[RHW86] berechnet, welcher

D]

im folgenden skizziert wird. Da £({,y) von §j = f (L) abhingt, lasst sich durch Ver-



2.5 NEURONALE NETZE

folgung der Abhéngigkeitskette f).(u — fjm — u).m — WSJ durch Anwendung der

Kettenregel die partielle Ableitung wie folgt umformen.

A . 1 1
00(gy)  08(gy) offY oul (2514)
& ortY oulY owl}

ow

(1)
6]’

(

Der Faktor M?%)E) lasst sich berechnen, indem der Fehler der Aktivierungen f).“H)
j

auf die Fehler der Aktivierungen f'V zuriickgefiihrt wird. Dies wird bei Betrachtung
von 2.5.10 ersichtlich, da f).“H) von ! abhingig ist. Daher ergibt sich mit der

verallgemeinerten Kettenregel folgende Beziehung.

~ (1+1) n (1+1) N
uy v uyoer™” MeaLgy ot o™

orl ZO of "t arll % of " gu Y oM
5(1+1)
M+ au(l+]) M+
1+1 ~ L+ L+
- 6«'5 g 1(1) = Z 6£ )'W§i : (2.5.15)
i=0 of; i=0
Des weiteren lassen sich die letzten beiden Faktoren von 2.5.14 wie folgt berechnen.
(L
of. ) L L
= oy =o' (2.5.16)
Y Y
und
(v M=)
ou. 0
i (V=1 ) _ (=T1)
3 L = W Z ij fk = fi (2517)
Wij Wy k=0

So kann der Fehler des Neurons j im 1-ten Layer 6j( Y mittels 2. 5.16 und 2.5.15 wie folgt
berechnet werden.

)
PRIl

1

6(1)

; m) (2.5.18)

m(+1
1

i=0
Insgesamt lésst sich 2.5.14 nun vereinfacht darstellen.

0L(9,y) ) (11
- 6§ ) -fg ) (2.5.19)

awij
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Informell zusammengefasst, wird der Fehler einer Schicht auf den Fehler der folgen-
den Schicht zurtickgefiihrt, wodurch der Name des Verfahrens Fehler-Riickfiihrungs-
Algorithmus oder auch, wie oben genannt, Backpropagation-Algoritmus ist. Die Be-
rechnung des Fehler beginnt bei der letzten Schicht L, sodass diese initial wie folgt
berechnet wird.

5 (1) )
s _ 0Ly of LGy )
)

) = —=".0'(uw
) of,” o a7; )

(2.5.20)
Konkretisiert ergibt sich aus 2.5.13 nun folgende Regel zur iterativen Optimierung der
Gewichte.

|wl

1 1 1 1 1-1
ng) eng)—ﬁ—zpég )-pfg ) (2.5.21)

Dieses Verfahren wird auch Batch Gradient Descent[Rudi7] genannt. Da fiir jede Iterati-
on der Parameteroptimierung jedes Stichprobenelement betrachtet wird, fillt dieses
Verfahren fiir grofie Datensitze langsam aus. Eine alternative stellt das Stochastic
Gradient Descent [Botg1] Verfahren dar. In diesem werden fiir jedes Stichprobenelement
einzeln die Parameter per Gradientenabstieg optimiert. Die Optimierungsklausel ist
also folgende.

(m) (1) B.pélgw.pfi(t 1)

Wi =Wy —

; (2.5.22)

Da hierbei fiir jedes Element die Parameter aktualisiert werden, ist der Rechenaufwand
pro Iteration geringer gegeniiber 2.5.21 und das Verfahren konvergiert schneller
gegen ein Minimum. Ein Problem jedoch ist die Varianz der berechneten Gradienten
und somit in den Iterationen, sodass Minima verfehlt werden konnen oder keine
Konvergenz stattfindet.[Rud1y]. Eine Kombination beider Verfahren ist Mini-Batch
Stochastic Gradient Descent[QK20]. Hierbei wird der Gradient iiber Teilmengen der
Stichprobe gebildet, welche Mini-Batch genannt werden.

2.5.4 Problem des verschwindenden Gradienten

Bei vielschichtigen vollvernetzten neuronalen Netzen existiert das Problem des ver-
schwindenen Gradienten, welches dazu fiihrt, dass die Gewichte wahrend der Opti-
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mierung, aufgrund eines zu kleinen Gradienten = 0, stationdr werden und nicht mehr
aktualisiert werden konnen.

M+

0L(9,y) ) (1—1 (1+1) 1 1 1 1-1
UL Z s ot e (253
1

M) M (1+2)
(Y [ 502 (1420 | | (L) (B ) (U g0=)
i=0 k=0

(2.5.24)

Wird hierzu 2.5.23 und 2.5.24 betrachtet, fallt auf, dass bei der Fehlerriickfithrung fiir
jede Schicht eine Multiplikation mit der Ableitung der Aktivierungsfunktion o’(+)
stattfindet. Fiir die sigmoid- und tanh-Ableitungsfunktion gilt o ¢; ;.. 14(-) < 0.25 und
0t ann(-) < 1, welches in Abbildung 2.5.3 gesehen werden kann. Des weiteren sind
die Ableitungen beider Funktionen ~ 0, wenn sie Gesittigt sind, welches der Fall ist,
wenn die Eingabewerte sehr grofs oder sehr klein sind. Da die Multiplikation vieler

Zahlen, welche kleiner als Eins sind, gegen Null geht also a-x™ =2 0 firx < 1,

nédhert sich der berechnete Fehler eines Neurons 6]. ) auch der Null, j je mehr Schichten
das Netz hat und je ndher am Anfang des Netzes das Neuron plaziert ist. Somit ergibt
sich fiir die Optimierungsregel.

(1) (V) (1=1) - ..,,,0
Wi —Bd; 1 Nw —p3-0- f ~W;. (2.5.25)

) )

Eine Losung dieses Problems ist es die ReLU-Aktivierungsfunktion ogeru(-) zu ver-
wenden, dessen Ableitung 1 fiir positive Argumente oder 0 fiir negative Argumente
ist. Das Problem der Unstetigkeit der Ableitung an Stelle Null, ldsst sich 16sen indem
Oreru(0) =0 oder og. 1, (0) = 1 definiert wird, welches jedoch kaum einen Einfluss
auf das Endergebnis hat, da es numerisch sehr unwahrscheinlich ist, dass das Argu-
ment exakt 0 ist. Somit bleibt bei positiven Argumenten, der zuriickgefiihrte Fehler bei
wiederholter Multiplikation mit o, (-) unverdndert, werden jedoch bei negativem
Argument Null. Daher erfiillt die ReLU—Aktivierung eine Gating Funktion fiir den
Gradienten. Um einen Gradienten gleich 0 zu vermeiden kann die parametrisierte
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Leaky-ReLU-Funktion verwendet werden, welche durch zwei Geraden definiert ist
[HZRS15].

x, falls x > 1
OLeakyReLU (X) = (2.5.26)
ax, falls x <0

, 1, falls x > 1
OLeakyRerL U (X) = (2.5.27)
a, fallsx < 0

Fiir Aktivierungsfunktionen, dessen Ableitung o’(-) > 1 ist, wird der zurtickgefiihrte
Fehler exponentiell grof3, sodass das Training sehr instabil wird, da Veranderungen der
Gewichte je Iteration sehr grofs werden, sodass kein Optimum mehr gefunden werden
kann. Dieses Problem nennt sich exploding gradient Problem [BSF94]. Eine Losung dieser
Probleme ist es L klein zu halten, welches jedoch die Modellkomplexitdt beschranken
wiirde. Das exploding gradient Problem lasst sich beispielsweise auch durch das gradient
clipping [PMB13] losen, welches prinzipiell den Gradienten herunterskaliert, sobald es
einen bestimmten threshold tiberschreitet.

2.5.5 Kilassifikation mit neuronalen Netzen

Das binédre Klassifikationsproblem 2.3.7 kann mittels eines neuronales Netz gelost
werden, dessen Ausgabeschicht die Dimension M (B =1 hat und die sigmoid Aktivie-
rungsfunktion aus 2.5.3 nutzt. Denn dann gilt 0 < f(I)(x) < 1 und es kann {iber
beispielsweise einen Threshold T = 0.5 entschieden werden, zu welcher Klasse x zuge-
ordnet werden soll. In der Praxis kann mittels mehrerer binidrer Klassifikatoren eine
multinomiale Klassifikation vorgenommen werden. Dazu wird beispielsweise fiir jede
Klasse i ein Klassifikator ki (x) trainiert, fiir den i die positive Klasse darstellt und die
restlichen Klassen zur negativen Klasse zusammengefasst werden. Zur Klassifikation
wird der Eingabe x die Klasse j zugewiesen, dessen Klassifikator k;j(x) den hochsten
Score erzielt hat. Dieses Verfahren wird One-vs.-Rest [Biso6] genannt. Dies ist jedoch
mit einem Overhead verbunden, da fiir jede Klasse ein separates Modell trainiert
werden muss.

Neuronale Netze bieten die Moglichkeit mehrere Ausgaben gleichzeitig auszuge-
ben. Dies wird genutzt um ein Modell zu trainieren, welches sich fiir multinomiale
Klassifikation eignet. Sei w = {(°x,° y)lp = 1,..., N} die annotierte Stichprobe und
Q1,...,Qx C Q die betrachteten Klassen, dann muss ML) = K fiir die Ausgabe-
schicht (L) gelten. Das heifst die Anzahl an Ausgabeneuronen, muss der Anzahl an
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Klassen entsprechen. Fiir die Annotation der Stichprobenelemente wird eine 1-aus-k
Kodierung [Nie13] genutzt. Bei dieser werden die Klassenzugehorigkeiten durch
einen K-dimensionalen Vektor dargestellt, wobei jede Dimension des Vektors dem
Indikator einer Klasse entspricht. Die Annotation der Stichprobenelemente ist daher

Py = (Py1,...,Pyk)' mit

1, falls Px € O
Py; = (2.5.28)
0, falls Px ¢ Q;

Dadurch soll erzielt werden, dass das Netz lernt, hohe Werte bei der Ausgabe f].(L) zZu
berechnen, wenn die Eingabe x der Klasse j zugehorig ist und alle anderen Ausgaben

£t niedrig zu halten. Eine Moglichkeit die Ausgabe des Modells der Zielvariable

1
anzugleichen kann beispielsweise mit der Mean Square Error (kurz MSE) Loss-Funktion

erreicht werden.

Lmse(D,y) = (2.5.29)

Wird als Gesamtverlustfunktion 2.5.12 verwendet, ergibt sich unter Nutzung der MSE
Loss-Funktion folgender Gesamtverlust.

[w
1 1 R .
Smse(w) =10 ) i (Cu =0 "y =" 9) (2.5.30)
p=1
2 E 1
=——— % ~(Py—9"(Py—"9) (2.5.31)
ML 27 2 Vi Y
|w]- ML) = 2
2 hd 1 T
_ In(el"y—"0)" (Cy—°9)) (2.5.32)
. L
P |w]
= Y In(e 3y Py, (2.5.33)
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Sei nun C € R**X die Einheitsmatrix. Dann lisst sich das Optimierungsproblem mit
der MSE-Verlustfunktion, nach auslassen der Konstanten, wie folgt formulieren.

lw]
Ow = argmin | — Z ln(e*%(pH*pE)T(pH*pQ)) (2.5.34)
Ow p=1
‘w‘ 1 AT 1
= argmin | — Z In(e—2(°¥y="9) C (°Py=r0)) (2.5.35)
Ow p=1
|l
= argmax Z In(N(Py|°g, C)) (2.5.36)
Ow

p=T

Nun ist zu sehen, dass die Minimierung der MSE-Verlustfunktion einer Maximum-
Likelihood-Schédtzung (siehe 2.4.1) der Parameter unter der Annahme einer normalver-
teilten Zielvariable y mit Erwartungsvektor pu = {j und Kovarianzmatrix £ = C gleich
kommt. Da die T-aus-k kodierte Zielvariable, nicht Normal-, sondern Multinomialver-
teilt ist, eignet sich die MSE-Verlustfunktion nicht fiir Klassifikationsprobleme. Damit
die Ausgabeschicht, Eigenschaften einer Multinomialverteilung hat, wird dort haufig
die Softmax-Funktion als Aktivierungsfunktion verwendet. Diese unterscheidet sich
von den restlichen Aktivierungsfunktionen in so fern, als dass diese einen Vektor als
Eingabe verwendet.
w
f)’(L) = O—softmax(l(u)j = ]\/f(iLi (2537)
2o e

Dadurch sind alle Werte der letzten Schicht im Intervall [0, 1] und summieren sich
zu Eins auf. Diese Werte werden als Pseudowahrscheinlichkeiten und als ein Maf3
fir die Konfidenz des Modells interpretiert. Dies ist jedoch problematisch, da die
Softmax-Funktion mithilfe von Exponentialfunktionen berechnet wird, welche sehr
stark auf Differenzen der einzelnen Erregungen reagieren. Eine Loss-Funktion welche
oftmals in Kombination mit der Softmax-Aktivierungsfunktion genutzt wird, ist die
Negative-Log-Likelihood-Funktion (kurz NLL).

K
A L y=) A
LSn(0y) =— Y yilog(f) "= —yjlog(f;) (2.5.38)
i=1
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Sei v(p) der Index, der Klasse zu der Px zugehorig ist, also Py, (,) = 1 und Py; = 0 fiir
i # r(p). Dann ist der Gesamtverlust mittels NLL folgender.

SN LL - |w| Z log (2539)

Dieser Ausdruck entspricht, wie der Name schon suggeriert, einer Maximum-Likelihood-
Schitzung und dem parameterabhingigen Teil der KL-Divergenz aus 2.4.3 und passt
die Ausgabe, ohne eine Normalverteilungsannahme, der Zielwertverteilung an.

2.5.6  Faltungsschichten

Einen besonderen Aufbau von neuronalen Netzen ermoglichen Faltungsschichten,
welche im englischen Convolutional Layer genannt werden. Eine Faltung beschreibt
eine mathematische Operation, bei der lokale Skalarprodukte beziehungsweise lokale
gewichtete Summen gebildet werden. Sei f(x,y) : Mx x My — R ein Muster, welches
ein Graustufenbild kodiert und g(x,y) : m, x my — R eine Gewichtsmaske mit
my ={-m,...,—1,0,1,..., m}und my ={-m,...,—1,0,1,...,n}. Dann ist die Faltung
h(x,y) wie folgt definiert[Nie13].

= > ) fx—iy—j)-g(ij) (2.5.40)

i=—mj=—mn

Eine intuitive Vorstellung einer Faltung ist, dass die Gewichtsmaske iiber das Bild
geschoben wird und lokal die mit den Gewichten der Gewichtsmaske gewichtete
Summe der Bildpunkte berechnet wird, welches in Abbildung 2.5.5 visualisiert ist. Im
Falle der Faltungsschichten wird die Gewichtsmaske Kernel genannt. Die Erregung
ulV) der Schicht 1 berechnet sich durch Faltung der Aktivierung f('~1) der vorherigen
Schicht mit dem Kernel. Der Vorteil gegentiber einer Vollvernetzten Schicht ist die
verminderte Anzahl an Parametern, da diese fiir von der Eingabe geteilt werden. Die
Kernels beschranken sich nicht auf zwei Dimensionen, sonder konnen beliebig viele
Dimensionen haben. Werden beispielsweise RGB-Bilder als Eingabe verwendet, welche
Drei Farbkanile besitzen, konnen beispielsweise dreidimensionale Kernels verwendet
werden. Pro Schicht werden hierbei mehrere Kernel genutzt, dessen Ausgabe einen
Feature-Kanal der Aktivierungsschicht darstellt. Sei ein neuronales Netz zur Klassi-
fikation von RGB-Bildern gegeben, dessen erste Schicht 16 Kernels der Dimension
5x5 mit 3 Kandlen besitzt. So bestiinde die Aktivierung f (M aus 16 Feature-Kanilen,
sodass, falls die zweite Schicht ebenfalls eine Faltungsschichtwéare, dessen Kernels
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Abbildung 2.5.5: Visualisierung einer Faltung aus [GBC16]

ebenfalls 16 Kandle hitte. Bei Faltungsschichten wird oftmals ein Stride-Parameter s
angegeben. Dieser gibt an, um viele Einheiten, die Maske bei der Faltung pro Schritt
bewegt werden soll, sodass die Dimension der Ausgabe kleiner wird. Die Berechnung
im zweidimensionalen Fall ist folgende.

hsboy)= D D fls-x—is-y—j)-g(ij) (2.5.41)
i=—mj=—m

Im folgenden wird ein Kernel mit K(n x m, ¢, s) bezeichnet wobei n x m die Grund-
flaichendimension, ¢ die Anzahl der Kanile der Eingabe und s den Stride darstellt.
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2.6 BAYES'SCHE NEURONALE NETZE

Werden klassische neuronale Netze zur Klassifikation, wie beispielsweise in Kapi-
tel 2.5 vorgestellt, als probabilistische Modelle P(y| x, Ow) angesehen, so berechnet
das neuronale Netz Wahrscheinlichkeiten fiir die moglichen Klassenzugehorigkeiten.
Die Berechnung der Modellparameter Ow nach dem Maximum-Likelihood- oder
Maximum-Aposteriori-Prinzip durch Gradientenabstieg ist eine Punktschiatzung der
Modellparameter. Daher umfasst das Modell keine Unsicherheiten beziiglich der Mo-
dellparameter und somit keine epistemische Unsicherheit. Bei Bayes’schen neuronalen
Netzen wird statt einer Punktschdtzung, P(Ow| w), die a-posteriori Wahrscheinlichkeit
der Modellparameter Ow gegeben der Stichprobe w berechnet. In Abbildung 2.6.1

A
@ O
S

{

~

Abbildung 2.6.1: Links: Klassisches neuronales Netz. Rechts: Bayes’sches neuronales Netz.
Grafik aus [BCKW15]

ist dieser Unterschied zum Verstdandnis verbildlicht. Die Verteilung P(Ow| w) wird
durch den Variational Posterior q(@w|®4) approximiert, welcher eine durch © para-
metrisierte Wahrscheinlichkeitsverteilung darstellt. Die Berechnung dieser Verteilung
erfolgt mittels Variational Learning [BCKW15], in dem die Parameter ® des Variatio-
nal Posteriors q(Ow|04) durch Minimierung der KL-Divergenz mit der a-posteriori
Wahrscheinlichkeit der Modellparameter P(Ow/| w) gefunden werden.

O = arg@min Dxi( q(@wlBq) || P(Owl| w) ) (2.6.1)
q
N e q(Ow|O4)
= argmin OwlOq4) In(——)dO 2.6.2
gmin | alOwiO ) n( 3T jaow (262)
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Durch Umformen lédsst sich die Variational Free Energy[BCKW15] (kurz VFE) Verlust-

funktion ableiten.

o]

argmin
@q J—00

oo

@q J—00
o)
= argmin
Oq J—o00
00
= argmin
(CH J—o00
00
= argmin
Qg J—o0

0O
= argmin
Oq J—0
00
= argmin
Qq J—0

(00

= argmin
@q J—00

q(@w|®q)
P(Ow| w)
q(OwlO4)P(w)
P(w| Ow)P(Ow)

q(Ow[Oq) In( )dOw

q(Ow|Oq) In( )dOw

q(Bw|Bq)
alowi0y) (I SEH DAL )+ nip(w)) ) dow
a(OwlOy) -
a(OWO,) Il TN 1d0w + | q(OwlBq) In(P(w))dOw
a(Owl9) *
A0V 5 iy 10w iPI) | _ateweqen
=1
q(Ow|Oq)
AOWIB I o) owp(@w) 4O
(@W|®q)

4(Ow0,) (1n(q ) —In(P(al @w))> 1O

P(Ow)

Ow|O *°
at©wleq) in(1 45 ja0w — [ g(Owiey) InPlwl Ow))dew

=Dxi( q(OwlOq) || P(Bw) ) =Eq(ewloq) In(P(w] Ow))]

Somit ergibt sich die VFE-Verlustfunktion, welche es zu minimieren gilt.

Lvre(w) =Dxi( 4(OwlOq) [| P(Ow) ) —E4eyie,) In(P(w| Ow))] (2.6.3)

Unabhingig von der Stichprobe Ahéngig von der Stichprobe

Diese setzt sich aus zwei Komponenten zusammen. Die erste Komponente ist unab-
héngig von der Stichprobe und stellt die KL-Divergenz zwischen dem Variational
Posterior und der Verteilung P(Ow), dem Prior der Gewichte dar. Dieser Ausdruck
wird Complexitiy Cost genannt und enthélt die Information tiber die Komplexitit
der Gewichte des neuronalen Netzes, da dieser Mafigeblich vom Prior, welcher als
Hyperparameter festgelegt werden muss, gepragt wird. Daher nimmt die Complexity
Cost eine Regularisierungsrolle ein, um eine Uberanpassung an die Daten zu vermei-
den. Als Prior kénnte Beispielsweise eine Mischverteilung bestehend aus mehreren
Normalverteilungen gewéahlt werden. Es besteht die Moglichkeit, den Prior zu para-
metrisieren und diesen ebenfalls zu optimieren, welches dem Regularisierungszweck
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gegensatzlich wére. Dies fithre zu schlechteren Ergebnissen als einen festen Prior
zu benutzen [BCKW15]. Der Grund hierfiir sei, dass, die im Vergleich zum Varia-
tional Posterior, wenigen Parameter des Priors sich zu Beginn der Optimierung in
einem lokalen Minimum verfangen wiirden und somit sich der Variational Posterior
schlechter von den initialen Werten entfernen wiirde. Die zweite Komponente der
Verlustfunktion ist Abhdngig von der Stichprobe und wird Likelilood Cost genannt, da
es die Erwartete Loglikelihood der Stichprobe angibt. Somit stellt die Verlustfunktion
insgesamt den Tradeoff zwischen der Simplizitit der Gewichte des neuronalen Netzes
und der Fahigkeit des Modells, der Komplexitdt der Stichprobe gerecht zu werden,
dar. Zur Berechnung der VFE wird eine Monte Carlo Approximation getatigt. Dazu
werden S mal Parameter @&,) ~ q(Ow|®4) generiert und der Verlust folgendermafsen
berechnet.

S
Svre(w) = Y In(q(©}104)) — In(P(©) — In(P(w| ©4)) (2.6.4)

i=1

Um diese Verlustfunktion mittels Gradientenabstig durch Backpropagation minimieren
zu konnen, muss der Gradient Ve £vre(w) gebildet werden, welcher von den sto-
chastischen Gewichten G)‘(Ai,) abhingt, welche von ©4 abhédngen. Da eine stochastische
Grofe nicht abgeleitet werden kann, wird dazu eine Reparametrisierung angewandt.
Dabei werden die Gewichtsparameter @W ~ q(Bw|Bq) durch eine deterministi-
sche Transformation t(Qq, € (1)) bestimmt, wobei () ~ n(e) eine nichtparametrische
Wahrscheinlichkeitsverteilung darstellt. Dies hat das Ziel das Sampling aus der para-
metrisierten Verteilung q(@&) |©4) auf ein Sampling aus einer nichtparametrisierten
Verteilung n(e) zuriick zu fiihren, sodass der stochastische Teil konstant beztiglich des
Gradienten ist und dieser gebildet werden kann. Wird beispielsweise eine diagonale
Normalverteilung als Variational Posterior genutzt, also q(Ow|O4) = N(Ow| Ky gé)
gewdhlt, kann das Sampling von q(®w|@4) auf ein Sampling von n(e) = N(el0,I)
zuriickgefiihrt werden, wobei 0 der Nullvektor und I die Einheitsmatrix ist. Die Pa-
rameter O des Variational Posterios sind dann mit @4 = ( By gq) gegeben und die
deterministische Transformation ist t(@q,€) = u_+ 0q0€, wobei o die Komponen-
tenweise Multiplikation darstellt. Somit werden die Gewichtsparameter, nachdem
ein eV ~ n(e) gesampled wurde, gemafs @&) = t(Oq, e (1)) berechnet. Damit sind
die Gewichtsparameter beziiglich der Verteilungsparameter p und o ableitbar und
eine Optimierung mittels Gradientenabstieg durch Backpropagation moglich. Dieses
Verfahren wird daher Bayes by Backprop genannt [BCKW15].
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Die Vorhersage des bayes’schen neuronalen Netzes kann tiber folgenden Erwartungs-
wert berechnet werden.

P(ylx) = Eqewie,) ! Pylx, Ow) | (2.6.5)
Dieser Term entspricht der Ausgabe eines Ensembles aus unendlich vielen neuronalen

Netzen und ist in der Praxis nicht berechenbar. Daher wird dieser durch die Monte
Carlo Methode folgenderma@en approximiert.

P(ylx) = S Z P(ylx, @ ), wobei @&,) ~ q(OwlOq) (2.6.6)

2.6.1 Unsicherheiten des bayes’schen neuronalen Netzes berechnen

Einen Vorteil den bayes’sche neuronale Netze mit sich bringen, ist dass sie die Moglich-
keit bieten die epistemische Unsicherheit zu berechnen. Dazu kann die Dekomposition
der Gesamtunsicherheit des Modells nach [DHLDVU18] genutzt werden. Die Gesam-
tunsicherheit €4 eines bayes’schen neuronalen Netzes mit Softmax-Ausgabelayer wird
hierbei durch die Entropie (2.2.2) der Ausgabe dargestellt.

M
eg =H(Pyx)) =— > P(yilx) log(P(y;lx)) (2.6.7)

i=1

Die aleatorische Unsicherheit wird durch folgenden Ausdruck dargstellt.

€a = Eqewie,) [ H(P(ylx,Ow)) ] (2.6.8)
Analog zu 2.6.6 wird €4 durch die Monte Carlo Methode approximiert.

S
1 i T
cam 5 Y HPl, ®W))), wobei B} ~ (OW|O4) (2.6.9)
Unter der Annahme aus 2.2.1, dass sich die Gesamtunsicherheit additiv aus alea-
torischer und epistemischer Unsicherheit zusammensetzt, kann die epistemische
unsicherheit wie folgt berechnet werden.

€e = €g—€q (2.6.10)

Unter der Annahme, dass Modelle mit Ow ~ q(Ow|©4) eine dhnliche Vorhersage
treffen, wenn x ~ P(Q) gilt und unterschiedliche Vorhersagen treffen, wenn x ~ P(Q),
ist zu erwarten, dass die epistemische Unsicherheit €. im letzteren Fall einen hoheren
Wert hat als im ersteren Fall. Somit kann e, zur erkennung von Out-of-Distribution
Eingaben eingesetzt werden.
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2.6.2  Vor- und Nachteile bayes’scher neuronaler Netze

Durch die intrinsische Regularisierung der Modellparameter und der Ensembleartigen
Vorhersage ist zu erwarten, dass bayes’sche neuronale Netze eine hohere Leistung
erzielen als ihre klassischen Gegenstiicke. Des Weiteren ist es durch die stochastische
Basis moglich epistemische und aleatorische Unsicherheiten zu berechnen. Der Preis
hierfiir ist jedoch erhohter Rechenaufwand. Dieser besteht zum einen daraus, mehrfach
Parameter aus einer Verteilungsdichte zu generieren und zum anderen aus der Bildung
des Erwartungswertes, welcher geméf3 2.6.6 mittels S Samples approximiert wird. So
miissen fiir die Inferenz Vorhersagen von S neuronalen Netzen berechnet werden,
sodass die Inferenzzeit, abztiglich des Samplings, S mal so hoch ist wie die eines
klassischen neuronalen Netzes. Das generieren von Zahlen, welcher einer bestimmten
Verteilungsdichte folgen, ist nicht trivial und je nach gewdahlter Verteilungsdichte
mit erheblichem Rechenaufwand verbunden. So betrdgt der Rechenaufwand beim
erzeugen eines d-dimensionalen Datenpunktes welches einer beliebigen, fest gewéhlten
d-dimensionalen Normalverteilung folgt, O(d3) Floating Point Operations kurz (FLOPs),
wenn der Cholesky Sampler genutzt wird [VDC21]. Die aktuelle High-End Consumer
Grafikkarte Nvidia RTX 3090 hat eine theoretische Leistung von 35.58 - 10'2 FLOP pro
Sekunde [RTX]. So wiirde das Sampling von einer Millionen Parametern aus dem
Variational Posterior, stark vereinfacht gerechnet, ca. 8 Stunden dauern, wenn dazu
der Cholesky Sampler genutzt wiirde. Wird eine diagonale Normalverteilung genutzt
kann dieser Aufwand jedoch auf O(d) reduziert werden [VDC21]. In Betracht der
grofien Parameteranzahl bei Neuronalen Netzen, kann daher die Wahl des Variational
Posteriors, aus dem mehrfach gesampled werden muss, erheblichen Einfluss auf die
Inferenzzeiten nehmen. Ein weiterer Nachteil ist die Beschrankung des Suchraums der
Gewichtsparameter durch den Variational Posterior, welcher eine parametrisierbare
Wahrscheinlichkeitsverteilung sein muss. Daher kann es sein, dass das Netz eine
schlechte Leistung aufweist, wenn die gewdhlte Wahrscheinlichkeitsverteilung, die
wahre Verteilung nicht im benottigten Mafe abbilden kann. Das heifst die Wahl des
Variational posteriors ist generell auf die parametrisierbaren Verteilungen beschrankt
und fiir Modelle mit sehr vielen Parametern, auf Verteilungen aus denen effizient
gesamplet werden kann.
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VERWANDTE ARBEITEN

In diesem Kapitel werden verwandte Arbeiten vorgestellt. Anzufangen wire mit
[HG16], welches eine Baseline fiir die Erkennung von Out-of-Distribution eingaben
vorschldgt. In dieser wird der Softmax-Score der vorhergesagten Klasse als Indikator
tiir eine Out-of-Distribution Eingabe verwendet. Dabei wird dort angenommen, dass
der Softmax-Score niedriger ist, wenn das Modell unsicher ist. Daher wird dort
mittels Threshold und dem grofiten Softmax-Score der Ausgabe des Modells die Out-
of-Distribution-Eingaben-Klassifikation vorgenommen. Daher wird in dieser Arbeit
dieses Verfahren als Referenz genommen und die Leistung der hybriden Modelle
im Vergleich zur vorgeschlagenen Baseline bewertet. In [Cha21] werden ebenfalls
hybride Modelle untersucht, wobei dort nur Modelle untersucht werden, bei denen
die letzte Schicht bayes’sch ist. Dort wird auflerdem eine Variation Functional Bayesian
Inference verwendet, wobei dort die Unsicherheit in den Netzen durch probabilistische
Aktivierungsfunktionen in den Schichten modelliert wird. Die Ergebnisse des Papers
sind, dass hybride Netze, wie sie in dieser Arbeit genutzt werden, die Unsicherheiten
besser abbilden als klassische Modelle und als die vorgestellte Variation, jedoch
werden keine hybriden Modelle untereinander verglichen. Die Arbeit [HDG21] stellt
in Frage, ob sich bayes’sche neuronale Netze grundsitzlich zur Erkennung von Out-
of-Distribution Eingaben eignen. Denn dabei wird angenommen, dass die aus dem
Variational Posterior gesampleten Modelle unterschiedliche Vorhersagen treffen, wenn
die Eingabe Out-of-Distribution ist. Dabei wird zum Schluss gekommen, dass die
Leistung des bayes’schen Modells mafsgeblich vom ausgewéhlten Parameter-Prior
abhingt. Eine weitere Arbeit, welche sich mit der Abbildung von Unsicherheiten
neuronaler Netze auseinandersetzt ist [GPSW17]. Dort wird die mittels Temperature
Scaling die Softmax-Ausgabe des Netzes skaliert, wodurch diese nach Kalibrierung
nicht mehr zur Uberkonfidenz neigen. Die Kalibrierung erfolgt dabei {iber einen
aus der Validierungsmenge erlernten Parameter T mit der die Erregung der letzten
Schicht des Netzes normiert wird. Dadurch werden die Exponenten bei der Softmax-
Berechnung kleiner, sodass kleinere Unterschiede in der Erregung des Netzes besser
in der Softmax-Ausgabe sichtbar werden.
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In den bisherigen Abschnitten wurden die Grundlagen zum Verstiandnis bayes’scher
neuronaler Netze erldutert und Bewertungskriterien prasentiert. Im folgenden wird
ein hybrides Modell vorgestellt, welches experimentell untersucht werden soll. Ziel
des hybriden Ansatzes ist es den Rechenaufwand bayes’scher neuronaler Netze zu
reduzieren und dabei dessen Vorteile beizubehalten. Dazu wird die Klassifikationsleis-
tung untersucht und insbesondere die Erkennung von Out-of-Distribution Eingaben
auf Grundlage der Modellunsicherheit betrachtet. Dazu werden die in Kapitel 4.3
vorgestellten Bewertungsmafle, insbesondere das AUROC und AUPR Maf3, genutzt.
In diesem Kapitel wird daher das hybride Modell vorgestellt, der Aufbau der Experi-
mente beschrieben und die Bewertungskriterien erldutert.

4.1 RECHENAUFWAND DER OPERATIONEN

Da im folgenden der Rechenaufwand verschiedener Modelle verglichen wird, wird im
Folgenden die Notation definiert. Hierbei ist zu erwdhnen, dass die real berechneten
FLOPs je nach Hardware und Implementierung der Operationen variieren kann. Daher
stellt die folgende Darstellung eine Abschédtzung dar, welche die Annahme hat, dass
entsprechend der Formeln ohne Optimierung der Berechnungsklauseln gerechnet
wird. Mit

()

wird der Rechenaufwand in FLOPs einer Operation angegeben. So ist beispielsweise
F(1.1+22.33)=2

Gebe sample(p(x)) die Operation an, mit der ein Element x ~ p(x) generiert wird. So
wiirde
F(sample(p(x)))

die Anzahl an FLOPs angeben, die notig sind um x aus der Verteilung p(x) zu samplen.
Der Aufwand zur Berechnung eines neuronalen Netzes wird nun schichtweise betrach-

tet. Wird die Erregung der des j-ten Neurons der 1-ten Schicht ujm eines vollvernetzten

neuronalen Netzes geméfs Kapitel 2.5 als eine Funktion uj( R (wjm, f1-1 )) betrachtet,
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wobei die Eingaben bereits berechnet sind, so ergibt sich fiir die Berechnung der
FLOPs dieser Schicht folgendes.

M=
Uy _ () (1=1) A (1=1) (1—1)
Flu; ) =F . wi =M +1+ M
=0 Eine Mutliplik. pro Summand Additionen Multiplikationen
M1-1) Additionen
(4.1.1)
=2- M1 4 (4.1.2)

Die Schicht 1 besteht aus M(Y) Neuronen, so dass fiir den Rechenaufwand der gesamten
Schicht folgendes gilt.

Fu)y =M. 2. M1 4+ 1) (4.1.3)

Zur Berechnung der Aktivierung einer Schicht f (U muss zunichst die Erregung ulV
berechnet werden und darauf hin komponentenweise die Aktivierungsfunktion der
l-ten Schicht o(Y)(-) angewandt werden. So ergibt sich folgendes.

FEW) = FuV) + MY F(aV () (4.1.4)
=MW 2. M 4 F(oV () + 1) (4.1.5)

Wird nun die Vorhersage {j eines L-schichtigen neuronalen Netzes berechnet hat
dies folgenden Rechenaufwand, wobei NN(M©) MM™ . M) das neuronale Netz
bezeichnet.

L L

F (NN(M(O),M“J,...,M(U)) =Y FEW) =Y MY 2-MED eV () +1)
1=1 1=1

(4.1.6)

Der Rechenaufwand der Aktivierungsfunktionen wird im folgenden generell mit
F(ox(-)) =4 abgeschitzt, da sie sehr stark von der Implementierung abhangt und nur
einen kleinen Teil des Rechenaufwands ausmacht®. Lediglich der Rechenaufwand von
Osoftmax (+) Wird mit F(0softmax (X)) = dim(x) abgeschitzt, wobei dim(x) die Dimension

Den Grofiteil der Berechnung macht M. 2. MI=T) ¢ (MU . M=1)) aus, da F(o(V () nur linearen
Rechenaufwand von O(M (1)) hat
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des Vektors x darstellt. Wird beispielsweise eine zwei-schichtige Architektur betrachtet,
welche die Sigmoid-Aktivierung in der Eingabeschicht und die Softmax-Funktion
in der Ausgabe nutzt, wobei der Eingabevektor 784-dimensional ist, die versteckte
Schicht aus 256 Neuronen und die Ausgabeschicht aus 10 Neuronen besteht so ergibt
dies folgenden Rechenaufwand, wobei NN(784, 256, 10) das Modell bezeichnet.

F(NN(784,256,10)) = 256 - (2 - 784 + F(0sigmoial-)) + 1)
+ 10 - (2 - 256 +F(0-softmax(')) + 1)
= 407918 FLOPs

Der Rechenaufwand einer Faltung mit dem Kernel K(m x n,c, s), wobei m x m die
Grundflichendimension, ¢ die Anzahl der Kanéle der Eingabe f(x,y,c) und s den
Stride darstellt, ldsst sich anhand der Dimension seiner Ausgabe berechnen, welche
von der Eingabedimension und dem Stride abhédngt. Im folgenden wird die Rechnung
vereinfacht und Padding nicht betrachtet, da es nur marginalen Einfluss auf die
Rechnung hat. Seien M, und My die Grofien der Grundflache der Eingabe und gijic
die Gewichte des Kernels. Dann ist die Dimension der Ausgabe der Faltung mit
K(m x m,c,s) durch MX und M s> gegeben. Fiir jeden Punkt der Ausgabe muss der

Ausdruck
m—1m—1c—
Z Z Z x =1,y —j,k) - gijk
i=0 j=0 k=0

berechnet werden, welcher aus m - m - ¢ Produkten und m - m - ¢ — 1 Summen besteht.
Damit ergibt sich fiir den Rechenaufwand folgendes.
MX My M‘X Y 2

F(K(mxn,c,s)):T-T-(Z-mz-c—n%2-T~T~m -C (4.1.7)

Fiir die Berechnungen in den Experimenten wird die Approximation genutzt.

4.2 HYBRIDE BAYES'SCHE NEURONALE NETZE

Das in Kapitel 2.6 vorgestellte bayes’sche Modell hat den Nachteil, dass die Inferenz
rechenaufwandiger ist als die Inferenz bei klassischen Netzen. Die in Abschnitt 2.6.2
beschriebenen Griinde hierfiir sind zweierlei: zum einen bringt das Sampling der
Gewichtsparameter Rechanaufwand mit sich und zum anderen die Erwartungswert-
bildung.
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4.2.1  Rechenaufwand bayes’scher neuronaler Netze

Das bayes’sche Gegenstiick BNN(M© MM . ML) eines neuronalen Netzes
NNM©O© MM . M) hat folgenden Rechenaufwand, wobei der Erwartungswert
mit S Samples gemafl Formel 2.6.6 approximiert wird.

F(BNN(M©),..., M) =$-F(NNM(©,..., M) + 5 Flsample(q(Ow|04)))

Sampling

Berechnung des Erwartungswertes

(4.2.1)

Als Beispiel wird der Rechenaufwand des bayes’sche Gegenstiick BNN (784,256, 10)
des zweischichtigen neuronalen Netzes NN (784,256, 10) aus vorherigem Kapitel be-
trachtet. Unter der Annahme, dass der Variational Posterior q(Ow|@4) eine diagonale
Normalverteilung ist, kann, wie in Kapitel 2.6.2 beschrieben, mit O(|®w|) Rechen-
aufwand gesampled werden, wobei |Ow| die Anzahl der Gewichtsparameter angibt.
Fiir das BNN(784, 256, 10) Netz gilt* |Ow| = 784 - 256 + 256 - 10 = 203264. Daher wird
F(sample(q(Ow|Oq))) fiir diagonale Normalverteilungen mit dieser Zahl abgeschitzt.
Somit ergibt sich fiir den Rechenaufwand folgendes.

F (BNN(784,256,10)) = S - 409454 + S - 203264 = S - 612718 (4-2.2)

Wird nun S = 10 gewihlt, so hat die Inferenz des bayes’schen neuronalen Netzes 15
mal mehr Rechenaufwand als ihr nicht-bayes’sches Gegenstiick.

4.2.2  Das hybride Modell

Um den Rechenaufwand zu reduzieren ist es mafsgeblich die Anzahl der gesampleten
Parameter zu reduzieren und die Berechnung der Abschitzung des Erwartungs-
werts zu vereinfachen. Ersteres ist moglich in dem die einzelnen Gewichtsparameter
O ={w1i,w2,...,wg, |} in zwei Teilmengen @,,,, O,,, partitioniert werden. Die ers-
te Teilmenge ©,,, , deren Elemente im folgenden klassische Gewichte genannt werden,
beinhaltet hierbei die Gewichte, welche klassisch per Punktschdtzung bestimmt wer-
den. Die zweite Teilmenge ©,,,, dessen Elemente im Folgenden bayes’sche Gewichte
genannt werden, beinhaltet die Gewichte, deren Verteilung q(®,,,|0)) erlernt werden
soll. Dabei gibt es potentiell 2/9w! Moglichkeiten die Gewichte aufzuteilen. Hybride
Netze, bei denen in jeder Schicht klassische und bayes’sche Gewichte gemischt sind,

2 Hierbei werden die Bias bei der Zdhlung zur vereinfachung ausgelassen
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werden elementweise hybride bayes’sche neuronale Netze genannt. Bei dieser Art von
hybriden Netzen wird F (BNN(...)) nur durch die Reduktion des FLOPs im Sampling-
Teil minimiert. Der Rechenaufwand des Erwartungswert-Teils kann jedoch durch
geschicktes wéhlen von ©,,, und 0,,, ebenfalls reduziert werden. Dazu werden die
Gewichte schichtweise den Partitionen zugeordnet. Seien die Gewichte schichtweise
Gruppiert, das heift also Ow = W w2 . W wobei die Gewichtsmatrizen
entsprechend 2.5.9 definiert sind. Dann ist ein Modell schichtweise hybrid bayes’sch,
wenn die Partitionen @y, und Ow, ausschlieflich ganze Gewichtsmatrizen W) bein-
halten. So gibt es zu einem L-schichtigen neuronalen Netz 2- mogliche schichtweise
hybride bayes’sche neuronale Netze. Da L << [@,,| und somit 2F << 2/~ gibt es
viel weniger schichtweise hybride als elementweise hybride, sodass der Suchraum
tiir ein optimales Modell kleiner ist. Nichts desto trotz wird der Suchraum fiir ein
optimales schichtweise hybrides Modell exponentiell grof3. Existiert ein ly,, sodass
V1> 1, W € Ow, gilt, wird das Modell getrennt hybrides bayes'sches neuronales Netz
und 1, Trennindex genannt. Bei getrennt hybriden bayes’sche neuronale Netzen be-

Abbildung 4.2.1: 3-Schichtiges getrennt hybrides neuronales Netzwerk mit 1, = 3. Klassische
Gewichte sind in Schwarz dargestellt, bayes’sche in Blau.

steht das Modell bis zu der Gewichtsmatrize W'*—1) aus klassischen Gewichten und
W) aus bayes’schen Gewichten. Bezeichne GBNNy, (M© ... M) das getrennt
hybride neuronale Netz mit Trennindex ly. So ldsst sich dieses Modell in die zwei
Teilmodelle NN(M(©) ... Me=1)) und BNN(M(e=1) . M (L)) aufteilen, welches
in Abbildung 4.2.1 zu sehen ist. Bei der Inferenz konnen nun FLOPs gespart werden
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indem der Teil mit den klassischen Gewichten nur einmal und der bayes’sche Teil S
mal berechnet wird. Insgesamt ergibt sich fiir den Rechenaufwand folgendes.

F(GBNNy, (M@, ..., MM)) = FINN(M©), ... M=y

+FBNNM =1 MLy
=FINN(M©), ... M=)
+S-FINN(M =1 M) (3.2.3)

+ S - F(sample(q(Ow,|04)))

Damit wird das getrennt-hybride bayes’sche neuronale Netz effizienter, je ndher
der Trennindex 1, der letzten Schicht ist. Sei BNN(784,100, 256, 10) ein 3-schichtiges
bayes’sches neuronales Netz mit Sigmoid-Aktivierungsfunktion, der Softmax-Aktivierung
in der Ausgabeschicht und einer diagonalen Normalverteilung als Variational Posterior.
Dann ist der benotigte Rechenaufwand bei der Inferenz mit S = 10 Samples

F(BNIN(784, 100, 256, 10)) = 3215700 FLOPs.

Das entsprechende getrennt hybride Modell GBNN3 (784,100,256, 10) hitte hingegen
einen Rechenaufwand von

F(GBNN3(784,100,256,10)) = 287680 FLOPs.
Das vollig klassische Modell NN(784,100,256,10) hat einen Rechenaufwand von
F(NN(784,100,256,10)) = 215010 FLOPs.

Zusammengefasst bedeutet dies, dass das GBNN3 (784,100,256, 10) Modell nur 8.9%
des Rechenaufwands des vollig bayes’schen Modells benotigt und etwa 1.34 mal mehr
Rechenaufwand erfordert als das entsprechende klassische Modell.

Wie anhand der obigen Darstellung zu sehen ist, kann der Rechenaufwand deutlich
gesenkt werden. Welchen Einfluss diese Reduktion auf die Leistungen des Modells
hat wird in den folgenden Kapiteln experimentell untersucht.

4.2.3 Bitvektordarstellung

Im Folgenden wird eine Bitvektordarstellung fiir schichtweise hybride bayes’sche
neuronale Netze mit L Schichten vorgestellt. Dabei geben die Bits eines Bitvektors
der Lange L an, ob die Gewichtsmatrix der entsprechenden Schicht des hybriden
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Netzes bayes’sch ist oder nicht. Sei z € IN die Darstellung des Bitvektors der Lange
L als natiirliche Zahl in Bindrdarstellung mit korrespondierendem hybriden Modell
mit Parametervektor Oy = (W) W) W)} Dann ist die Zugehorigkeit der
Gewichtsmatrix W(Y) zu den Partitionen Ow, Ow, wie folgt durch z bestimmt.

W € Oy, © zmod 2879 =1
und (4.2.4)
wi ¢ Ow, < z mod 2= — 9

Da die Darstellungen der Modelle meistens die Eingabeschicht auf der linken Sei-
te und die Ausgabeschicht auf der rechten Seite haben, kodiert das hochstwertige
Bit 21 die Zugehorigkeit der Gewichtsmatrix W(!) zu den Partitionen Ow,, Ow,
und das niedrigstwertige Bit 2° die Zugehorigkeit der Gewichtsmatrix W), Somit
konnen mit einem Bitvektor die Zugehorigkeiten der Gewichte des schichtweise hy-
brid bayes’schen neuronalen Netzes eindeutig beschrieben werden. Daher werden
schichtweise hybride Modelle im Folgenden mit BNNy, (M© ... M) bezeichnet.
Ein vollstandig bayes’sches neuronales Netz mit drei Schichten hétte die Bezeichnung
BNNj11(...) und ein entsprechendes klassisches neuronales Netz die Bezeichnung
BNNopoo(...). Die Bezeichnung fiir das in Abbildung 4.2.1 zu sehende Modell wire
dementsprechend BNNyo1 (... ).
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4.3 BEWERTUNG VON MODELLEN

In diesem Kapitel werden Methoden vorgestellt, anhand derer die Leistung von
Klassifikatoren quantitativ bewertet werden kann [SLog]. Sei die annotierte Stichprobe
w ={(°x,°y)lp =1,...,N} aus dem betrachteten Problemkreis gegeben, wobei Py die
Klassenzugehorigkeit angibt. Mit P{j sei die Vorhersage des Modells bei Eingabe von
Px bezeichnet.

4.3.1 Bewertung bindrer Klassifikatoren

Zunéchst wird der Zweiklassen-Fall Py € {Positiv, Negativ} betrachtet, wobei hdufig
eine Klasse als positive und die andere als negative Klasse deklariert wird. Hierbei
konnen Evaluationsmetriken aus der Konfusionsmatrix abgeleitet werden, welche wie
folgt aufgebaut ist.

U Positiv | § Negativ >
y Positiv TP FN TP+ FN
y Negativ FP TN FP+TN
> TP+FP | FN4+TN lw]

Abbildung 4.3.1: Konfusionsmatrix

Hierbei gibt TP die Anzahl der positiven Stichprobenelemente an, welche das Modell
auch als positiv klassifiziert hat. Diese Stichprobenelemente werden True Positives
genannt. Die False Negatives werden mit FN bezeichnet und geben die positiven
Stichprobenelemente an, welche vom Modell filschlicherweise zur negativen Klasse
zugeordnet wurden. Die False Positives FP und True Negatives TN sind analog dazu
definiert. Aus diesen Elementen lassen sich nun Metriken definieren, welche die
Leistung eines bindren Klassifikators bemessen.

TP+ TN

o (4.3.1)

Accuracy =
Die Accuracy gibt das Verhaltnis korrekt klassifizierter Stichprobenelemente zur ge-
samten Stichprobengrofie an. Somit kann eingesehen werden, wie viel Prozent der
Vorhersagen des Klassifikators korrekt sind.

™ TP
TP+FP  [{Px | P = Positiv]|

Precision = (4-3.2)
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Die Precision gibt das Verhdltnis korrekt positiv klassifizierter Stichprobenelemente
zu allen als positiv klassifizierten Stichprobenelementen an. Mit ihr kann eingesehen
werden, wie verlasslich eine positive Klassifikation ist.

Specificity = — 1\ = T
PEHEY = INTFP ~ [{Px [ Py = Negativ]]

(4-3-3)

Die Specificity ist das negative Analogon zur Precision. Sie gibt das Verhiltnis korrekt

negativ klassifizierter Stichprobenelemente zu allen negativen Stichprobenelementen

an. Mit ihr kann eingesehen werden, wie verldsslich eine negative Klassifikation ist.
TP TP

Recall = = h
eca TP+FN _ [{Px | Py = Positiv}] .

Der Recall gibt das Verhiltnis korrekt klassifizierter positiver Stichprobenelemente
zu allen positiven Stichprobenelementen an. Mit Hilfe des Recalls kann eingesehen
werden, wie hoch der Anteil erkannter positiver Stichprobenelemente ist.

P FP
FP+TN  [{Px|Py= Negativ}|

FPR = (4.3.5)
Die False-Positive-Rate gibt das Verhiltnis inkorrekt positiv klassifizierter Stichpro-
benelemente zu allen negativen Stichprobenelementen an. Damit kann abgeschétzt
werden, wie viele der negativen Stichprobenelemente anteilméfsig falschlicherweise
als positiv klassifiziert werden.

Diese Mafle konnen jedoch irrefithrend sein, wenn die Anteile an positiven und nega-
tiven Stichprobenelementen ungleich sind. Sei k, (x) ein Klassifikator, welcher fiir alle
x die am hdufigsten vertretene Klasse vorhersagt, also Vx € Q. kynax(x) = argmax|Q;].

Sind beispielsweise 99% der Stichprobenelemente positiv und 1% negativ,l wiirde
Kmax(x) eine Accuracy von 0.99 erreichen. Die Precision ldge bei 0.99 und der Recall
wiére bei 1. Diese Werte sind alle sehr nah am optimalen Wert 1. Lediglich die Specifi-
city liegt bei 0, da kein Element als negativ klassifiziert wird. Somit ist es wichtig die
Klassenverteilung bei der Interpretation der Werte zu beachten und mehrere Mafle zu
Rate zu ziehen.

4.3.2  Thresholdabhiingige binire Klassifikatoren

Klassifikatoren, bei denen erst ein Wert berechnet und dann anhand eines Thresholds
T eine Klassenzuordnung getdtigt wird, konnen verschiedene Werte in den Giite-
mafien erzielen. Zu Veranschaulichungszwecken wird nun ein einfaches logistisches
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Regressionsmodell[HTFog] 1(x) fiir bindre Klassifikation betrachtet. Die Funktion 1(x)
soll dabei die a-posteriori Wahrscheinlichkeit der positiven Klasse erlernen.

eXP( BOJFETE) (4 3 6)

l(l): P(py = Positiv | plc) - T+exp(Bo+B"x)

Der Klassifikator ki (x) ist dann wie folgt definiert.

Positiv, wenn p(Py = Positiv | Px) > 7
ki(x) = (4-3.7)
Negativ, wenn p(Py = Positiv | Px) < T

T T T=0.5 | g Positiv | § Negativ || >
0.9 y Positiv 11 1 12
y Negativ 1 13 14
> 12 14 26

0.5
T=0.9 | g Positiv | § Negativ || >
y Positiv 10 2 12
y Negativ 0 14 14
° i > 10 16 26

Abbildung 4.3.2: Logistische Regression mit verschiedenen Thresholds und zugehorigen Kon-
fusionsmatrizen. Die positiven Stichprobenelemente sind durch griine und
die negativen rote Kreise abgebildet. Die logistische Kurve 1(x) ist durch die
blaue kurve dargestellt.

In Abbildung 4.3.2 ist Beispielhaft ein solches eindimensionales Modell visualisiert.
Dort wird ersichtlich, dass sich die Werte in der Konfusionsmatrix fiir verschiedene t
unterscheiden, sodass sich unterschiedliche Klassifikationsleistungen ergeben.

Werte fiir Tt = 0.5: Werte fiir t = 0.9:
Accuracy = 0.92 Accuracy = 0.92
Precision = 0.91 Precision = 1.00

Recall = 0.91 Recall = 0.83
FPR = 0.07 FPR = 0.00

Die Klassifikationsmafle konnen nun dabei helfen, den Klassifikator k;(x) fiir verschie-
dene T zu vergleichen und ein, fiir das Anwendungsszenario geeignetes T, zu wihlen.
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Mit den bisher vorgestellten Maflen wird es jedoch problematisch, wenn zwei unter-
schiedliche, thresholdabhéngige Klassifikatoren miteinander verglichen werden sollen.
Hierfiir ist ein MafS notig, welches unabhédngig vom gewéhlten Threshold auskunft
tiber die Klassifikationsleistung geben kann. Sei m(x) ein Modell, welches fiir x € Q
einen Wert, im folgenden Score genannt, berechnet und k, (x|t) der thresholdabhéngi-
ge bindre Klassifikator, welcher wie folgt definiert ist.

positiv, wenn m(x) > T
K (xIT) = 438)
negativ, wenn m(x) <t

Dann lasst sich die Receiver Operating Characteristic (kurz ROC) [HM82] Kurve erstellen,
in dem fiir alle moglichen Thresholds T das Tupel (FPR, Recall) bestimmmt wird und
diese in einen Koordinatensystem eingetragen werden. Dadurch entsteht eine Kurve
mit dem Definitionsbereich [0, 1] und Wertebereich [0, 1]. In Abbildung 4.3.3 sind

. 2 T

JT/;/

Recall

T4

FPR

Abbildung 4.3.3: Visualisierung von ROC-Kurven zweier Modelle. Die rote Kurve entspricht
der ROC des ki (x) Klassifikators

zwei ROC-Kurven zweier Klassifikatoren dargestellt. Der Punkt T; entspricht hierbei
dem Paar (1,1), wobei der Threshold so hoch ist, dass alle Eingaben der Positiven
Klasse zugeordnet werden, dementsprechend sind der Recall und die FPR gleich Eins.
Analog dazu ist beim Punkt t4 mit den Werten (0, 0) der Threshold so hoch, sodass
alle Eingaben der negativen Klasse zugeordnet werden. Der Punkt T, mit den Werten
(0.21,1) verbessert die Klassifikationsleistung, da die FPR gesenkt wird wahrend der
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Recall konstant bleibt. Der Punkt T3 stellt einen Trade-off dar, da hierbei gegeniiber
T, die FPR gesenkt wird, aber auf der anderen Seite auch der Recall sinkt. Insgesamt
lasst sich anhand der ROC-Kurve einsehen, welche (FPR, Recall)-Paare ein Klassifika-
tor ki (x) erreichen kann. Wird die Kurve in Orange in Abbildung 4.3.3 betrachtet,
kann festgestellt werden, dass fiir jeden Punkt auf der Kurve, ein entsprechender
Punkt auf der roten Kurve liegt, der bessere Werte hat. Somit kann beim Vergleich
von Klassifikatoren gesagt werden, dass der Klassifikator besser ist, dessen Kurve
tiber der Kurve des anderen Klassifikators liegt. Daher wird als GiitemafS die Flache
unter der ROC-Kurve verwendet. Dieser Wert wird Area under the Receiver Operating
Characteristic Curve (kurz AuROC)[HMS82] genannt und bewegt sich im Wertebereich
[0, T]. Sie beschreibt die zusammengefasste Performanz eines thresholdabhidngigen,
bindren Klassifikators mit einem skalaren Wert und kann als die Wahrscheinlichkeit
interpretiert werden, dass das Modell fiir eine positive Eingabe einen hoheren Score
ausgibt, als fiir eine negative Eingabe. Als Referenzwert gilt der AuROC Wert von 0.5,
der von einem Klassifikator erreicht wird, der fiir die Klassifikation einen zufélligen
Wert nutzt [HG16]. Die entsprechende ROC-Kurve, wire in dem Falle eine Gerade,
welche durch die Punkte (0,0) und (1,1) geht. Alle Werte tiber und unter 0.5 sind
besser als der Zufalls-Klassifikator. Ein idealer Klassifikator erreicht einen AuROC
von Eins beziehungsweise Null, je nach dem, welche Klasse als die positive Klasse
definiert ist.

Ein Problem, welches das AuROC-Mafs mit sich bringt, ist der Einfluss der Klassen-
verteilungen. Ist eine Klasse in der Stichprobe hdufiger Vertreten, kann das Ergebnis
verzerrt werden. Dies liegt daran, dass der Recall und die FPR, wie in 4.3.4 und 4.3.5 zu
sehen ist, durch eine Division mit der Anzahl an positiven beziehungsweise negativen
Stichprobenelementen berechnet werden.

Daher wird in [HG16] vorgeschlagen das Area under the Precision Recall-Maf3 (kurz
AuPR) [SR15] als zusétzliche Evaluationsmetrik fiir binédre thresholdabhingige Klas-
sifikatoren zu nutzen. Diese wird wie das AuROC-Mafs berechnet, wobei die Kurve
mittels (Recall, Precision)-Tupeln gebildet wird. Den Referenzwert, also die Baseline,
fiir dieses Maf3 stellt hierbei das Verhiltnis der Anzahl positiver Stichprobenelemente

zum Stichprobenumfang x| "‘%jPosmV}l dar. Dieser AuPR-Wert wiirde durch den
Zufalls-Klassifikator erreicht werden. Die Precision eines Klassifikators wird entspre-
chend 4.3.2 durch eine Division mit [{°x | P{j = Positiv}| berechnet und ist somit robust
gegeniiber asymmetrischen Klassenverteilungen. Dadurch, dass das AuPR-Maf3 auf

Grundlage der Precision berechnet wird, tibernimmt es diese Eigenschaft [SR15].



EXPERIMENTE

Das Ziel der Experimente, ist es, die Leistungen der hybriden Modelle, welche in
Kapitel 4.2.2 vorgestellt wurden, zu untersuchen, diese untereinander und mit den
nicht-hybriden bayes’schen/klassischen Modellen zu vergleichen. Der Vergleich hybri-
der Netze untereinander soll Aufschluss dariiber geben, in wie weit sich die Auswahl
und die Position der bayes’schen Gewichte auf die Leistungen auswirkt. Des weiteren
soll untersucht werden, in wie weit sich die Anzahl der Samples S zur Erwartungswert-
bildung auf die untersuchten Leistungen auswirken. Die Leistungen der Modelle sollen
anhand der in Kapitel 4.3 préasentierten Methoden quantitativ gemessen werden. Die
reine Klassifikationsleistung wird anhand der Accuracy und die Out-of-Distribution
Erkennungsleistung anhand von AUROC/AUPR bewertet. Dabei gibt es zwei Experi-
mente.

Im ersten Experiment wird das zwei-schichtige neuronale Netz aus [HG16] mit dem
MNIST [MNI] Datensatz verwendet, um einen Vergleich mit den dort erzielten Er-
gebnissen zu bieten. Dabei werden verschiedene Datensitze als Quelle fiir Out-of-
Distribution Eingaben verwendet. Abschliefsend werden die Ergebnisse der Verschiede-
nen Modelle verglichen und diese den Ergebnissen aus [HG16] gegentiber gestellt. Im
zweiten Experiment wird ein komplexeres neuronales Netz mit ResNet18-Architektur
[HZRS16] mit dem CIFAR10 [Kriog] Datensatz verwendet. Hierbei werden zum Trai-
ning der Modelle einige Klassen ausgeschlossen, welche als Out-of-Distribution Einga-
ben dienen sollen. Abschlieffend werden die hybriden Modelle bewertet und es wird
untersucht, in wie weit sich die Anzahl der Samples S auf die Leistungen der Modelle
auswirkt. Des weiteren wird untersucht in wie weit die Klassifikationsleistung der
Modelle Auswirkungen auf das Erkennen von Out-of-Distribution Eingaben haben.

5.1 EINFACHES NEURONALES NETZ

Im ersten Experiment wird ein zwei-schichtiges neuronales Netz NN(784, 256, 10) mit
der GELU-Aktivierungsfunktion [HG20] in der versteckten Schicht und der Softmax-
Aktivierung in der Ausgabeschicht genutzt, welche dem Aufbau des Modells in [HG16]
entspricht. Da es sich um ein kleines Modell handelt, werden alle méglichen korrespon-
dierenden schichtweise hybriden bayes’schen neuronalen Netze BNN(784,256,10),
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BNNoy1(784,256,10), BNN0(784,256,10) und BNN71 (784,256, 10) betrachtet, wobei
die Erwartungswertbildung mit S = 10 Samples approximiert wird. Als Variational
Posterior wird eine diagonale Normalverteilung gewdhlt. Als Prior P(Ow) wird gemafs
der Empfehlung in [BCKW15] ein Spike-and-slab-Prior genutzt, welcher eine Misch-
verteilung bestehend aus zwei Normalverteilungen ist. Dieser ist wie folgt definiert.

POw)= J] 075 N(wilp=0,0%=0.1%)+0.25 N(wijln = 0, 0% = 0.0005%)

Wij cOw

(5.1.1)

Das erlernen der Parameter erfolgt mittels ADAM-Optimierer[ADA] mit einer Lear-
ningrate von 0.0001 tiber 30 Epochen’. Die Modelle werden mit dem MNIST-Datensatz
trainiert. Dieser ist eine frei verfiigbare Sammlung von handschriftlichen Ziffern. In
Abbildung A.o.2 sind exemplarisch einige Stichprobenelemente visualisiert. Hierbei
besteht der Datensatz aus 70000 Graustufenbildern mit einer Auflésung von 28 x 28
Pixeln, wobei 60000 Exemplare zum Training der Modelle vorgesehen sind und 10000
zum Validieren. Dabei sind die Ziffern auf den Bildern zentriert und grofsennormali-
siert, sodass die Vorverarbeitung erleichtert wird. Die Haufigkeiten der Ziffern sind

7.2 /6|4 14 A
<2 0/blg 015

Abbildung 5.1.1: Ein Ausschnitt aus dem MNIST-Datensatz

nicht vollstandig gleichverteilt und die Ziffern treten im Datensatz mit den folgenden
Haufigkeiten auf.

Ziffer 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Héufigkeit | 6903 | 7877 | 6990 | 7141 | 6824 | 6313 | 6876 | 7293 | 6825 | 6958

Abbildung 5.1.2: Haufigkeiten der einzelnen Ziffern im MNIST-Datensatz

Zur Untersuchung der Out-of-Distribution Erkennung, wurden zwei Datensitze, deren

Wobei in den 30 Epochen, das Modell mit der hochsten Accuracy auf den Validierungsdaten zur
Evaluation ausgewdhlt wird.



5.1 EINFACHES NEURONALES NETZ

Inhalte den Daten aus MNIST dhneln und zwei Datensitze, deren Inhalte den Daten
aus MNIST nicht dhneln, ausgewihlt. Die MNIST-dhnlichen Daten sind der EMNIST-
Datensatz[ EMN] und der KMNIST-Datensatz [KMN]. Der EMNIST-Datensatz ist eine
Erweiterung des MNIST-Datensatzes um handgeschriebene Buchstaben. In den Expe-
rimenten werden daher nur die Buchstaben aus dem Datensatz als Out-of-Distribution
Eingaben verwendet. Der KMNIST-Datensatz besteht aus kalligraphisch geschriebenen
Zeichen aus dem japanischen und bietet, wie der MNIST-Datensatz, Zehn Klassen. Die
MNIST-Unéhnlichen Datensitze sind Faschion-MNIST[FMN] und CIFAR10. Fashion-
MNIST ist ein an MNIST angelehnter Datensatz der Firma Modefirma Zalando, welche
zentrierte und groflennormalisierte Graustufenbilder von Kleidungsstiicken beinhaltet.
Der CIFAR10 Datensatz wird in Abschnitt 5.2 dargestellt. Bis auf den CIFAR10 Daten-
satz entspricht das Datenformat der Datensdtze dem Datenformat von MNIST. Das
heifst alle Daten sind 28 x 28 Pixel grofie Graustufenbilder. Die Bilder des CIFAR10
Datensatzes werden daher zu Graustufenbildern transformiert und es wird ein 28 x 28
Pixel grofier zufilliger Ausschnitt verwendet. Des Weiteren wird als letzte Out-of-
Distribution Eingabemenge ein Datensatz aus zuféllig generierten Bilder verwendet,
dessen Pixel zufillig aus einer Gleichverteilung gesampled wurden. Dieser Datensatz
wird RandomUniform genannt

Das Erkennen von Out-of-Distribution Eingaben erfolgt beim klassischen Modell
NN(784,256,10) = BNNy((784,256,10) mittels Softmax-Scores der vorhergesagten
Klassen [HG16]. Dabei werden die Out-of-Distribution Eingaben als positive Klasse
und die In-Distribution Eingaben als negative Klasse definiert. Liegt der Softmax-
Score unter einem bestimmten Threshold, so wird die Eingabe als positiv Klassifi-
ziert. Analog dazu wird bei dem vollstandig bayes’schen Modell und den hybriden
Modellen statt dem Softmax-Score, die epistemische Unsicherheit verwendet, um
Out-of-Distribution Eingaben zu klassifizieren. Bei Betrachtung der Klassifikations-

Modell BNNOO BNNm BNN] 0 BNN] 1
Accuracy || 97.740% | 98.310% | 97.900% | 97.670%

Abbildung 5.1.3: Klassifikationsleistung der Modelle auf den Validierungsdaten

leistungen in Abbildung 5.1.3 fdllt auf, dass das Modell BNNy die besten Ergebnisse
erzielt. Am schlechtesten fillt die Leistung des vollbayes’schen Modells aus und die
hybriden Modelle schneiden am besten ab. Jedoch ist zu erwahnen, dass die Modelle
sehr nah beieinander liegen und keine signifikanten Unterschiede vorliegen. Bei der
Erkennungsleistung von Out-of-Distribution Eingaben ist ein signifikanter Unterschied
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Abbildung 5.1.4: ROC-Kurven der Out-of-Distribution Erkennung. Die Legende gibt das
AUROC-Maf unter den Kurven an. X-Achse entspricht der FPR und die
Y-Achse dem Recall.

in Abbildung 5.1.4 zu erkennen?. Hierbei schlagen die hybriden Modelle deutlich das
klassische Modell und sind teilweise besser als das vollbayes’sche Modell.

AUROC/AUPR BNNoo BNNp; BNNjo BNN4
EMNIST 0.81/0.88 | 0.89 /0.94 | 0.87 /0.93 | 0.87 / 0.93
KMNIST 0.83/0.81 | 0.88/0.82 | 0.94 / 0.93 | 0.93 / 0.91

FashionMNIST 0.79 /0.80 | 0.72 /0.78 | 0.92 / 0.90 | 0.82 / 0.80
CIFAR10 0.77/0.77 | 0.83 /0.87 | 0.96 / 0.96 | 0.92 / 0.91

RandomUniform || 0.86 / 0.84 | 0.98 / 0.98 | 0.99 / 0.99 | 0.91 / 0.88

Durchschnitt 0.81/0.82]086/0.89 | 0.94/0.94 | 0.82 /0.89

Abbildung 5.1.5: Out-of-Distribution Erkennungsleistung gemessen mit AUROC/AUPR

Wird die Tabelle in Abbildung 5.1.5 betrachtet, ist zu sehen, dass die bayes’schen
Modelle insgesamt eine hohere Out-of-Distribution Erkennungsleistung aufweisen als
das klassische Modell. Hierbei sei zu erwdhnen, dass bei der Bildung der AUROC-
und AUPR-Werte auf balancierte Eingabemengen geachtet wurde, sodass die Baseline

2 Die Plots zu den restlichen Datensidtzen und die Plots zu AUPR-Darstellung konn en im Anhang A

eingesehen werden




5.2 RESNET-18

fir das AUPR-Mafs 0.5 ist. Das Modell BNN o, mit den bayes’schen Gewichten in der
ersten Schicht, erzielt sogar eine signifikant bessere Leistung als das Modell BNNy;
mit bayes’schen Gewichten in der letzten Schicht. Die Begriindung hierfiir konnte
jedoch, statt in der Position der bayes’schen Schichten, viel mehr darin liegen, dass
W ¢ R768%256 gegeniiber W(2) € R2°6%10 mehr Parameter besitzt und daher
mehr Gewichte bayes’sch sind. Dieser Begriindung widerspricht jedoch der Tatsache,
dass BNN1( auch durchschnittlich besser ist als das vollbayes’sche Modell BNN 1,
welches mehr bayes’sche Parameter hat. Insgesamt ldsst sich der Rechenaufwand mit

Modell BNNopo | BNNp1 | BNNjo BNN1;

FLOPs 407 918 | 457 540 | 4 279 884 | 4 282 444
Rel. BNNgo 1 1.12 10.49 10.50

Abbildung 5.1.6: Rechenaufwand in FLOPs. Die Zeile Rel. BNNy gibt den Mehraufwand
relativ zu BNNjg an.

dem besten Modell BNN 7 nur minimal gegeniiber BNN7; reduzieren. Denn beide
benotigen ca. 10.5 mal mehr Rechenaufwand als BNNy, welches Tabelle 5.1.6 zu ent-
nehmen ist. BNNp hingegen benétigt nur 1.12 mal mehr Rechenaufwand gegentiber
dem klassischen Modell, hat jedoch hingegen eine tiberlegene Out-of-Distribution
Erkennungsleistung bei vergleichbarer Klassifikationsleistung.

5.2 RESNET-18

Im zweiten Experiment wird das ResNet-18 Modell[HZRS16] untersucht, welches ein
tiefes Netz, bestehend aus vielen Faltungsschichten und Skip-Connections, ist. Skip-
Connections sind Verbindungen zwischen Zwei nicht aufeinander folgenden Schichten
in Richtung Ausgabe. Hierbei besteht das ResNet18 aus den Schichten conv1, convz_x,
CONv3_X, CONv4_X, convs_x, 1000-d fc. Dabei ist conv1 eine Faltungsschicht mit 64 Ker-
neln der Dimension 7x7 mit Stride gleich zwei. Die Schicht conv2_x besteht dabei aus
einer 3 x 3 max-pool Schicht mit Stride gleich Zwei und Vier aufeinander Folgenden
Faltungen mit jeweils 64 Kernel der Grofie 64. Die letzte Schicht ist eine vollvernetzte
Schicht NN(1000, K), wobei K die Anzahl der Klassen ist. Der Aufbau der restlichen
Schichten kann der Tabelle in Abbildung 5.2.1 aus der Spalte 18-Layer entnommen
werden. In den Experimenten wird daher fiir die hybriden Modelle die Bitvektornota-
tion ResNet, benutzt werden, wobei b kodiert, welche der Schichten convi, convz_x,
conv3_x, conv4_x, convs_x und 1000-d fc bayes’sch ist, wobei das niedrigstwertige Bit
1000-d fc kodiert und das horstwertigste Bit convi. Als Variational Posterior wird
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EXPERIMENTE
layer name | output size 18-layer 34-layer | 50-layer | 101-layer 152-layer
convl 112x112 Tx7, 64, stride 2
3x3 max pool, stride 2
Ix1,64 Ix1,64 ] Ix1,64 ]
) , , ,
conv2x | 56x56 { ixi’z }xz { ixi’gj }x3 3x3,64 | x3 3x3,64 | x3 3x3,64 | x3
e e 1x1,256 1x1,256 | 1x1,256 |
. E . E 1x1, 128 1x1,128 ] 1x1,128 ]
conv3x | 28x28 ii; 32 x2 ii; 32 x4 | | 3x3,128 | x4 3x3, 128 | x4 3x3,128 | x8
L 2% 128 ] L 2% e8] 1x1,512 1x1,512 | 1x1,512 |
- } - } 1x1, 256 11,256 | 1x1,256 |
convd x | 14x14 ixi ;ig X2 ixi ;ig x6 | | 3x3,256 |x6 || 3x3,256 |x23 || 3x3,256 |x36
L 9% 20 ] L 2% 290 ] 1x1, 1024 1x1, 1024 | 1x1, 1024 |
- ) ] ) Ix1,512 Ix1,512 1x1,512
com5x | Tx7 ixigg X2 ixigg <3| 3x3.512 [x3 || 3x3.512 [x3 | | 3x3,512 |x3
L 2%200= ] L 2%2,00= ] 1x1, 2048 1x1, 2048 1x1,2048
1x1 average pool, 1000-d fc, softmax

Abbildung 5.2.1: Struktur der ResNet Modelle. Tabelle entnommen aus [HZRS16]

wieder eine diagonale Normalverteilung gewdhlt. Der genutzte Prior entspricht dem
Prior aus dem ersten Experiment. Das erlernen der Parameter erfolgt mittels ADAM-
Optimierer[ADA] mit einer Learningrate von 0.0001 tiber 40 Epochen3. Die Modelle
werden mit dem CIFAR10-Datensatz trainiert. Der frei zugangliche CIFAR10-Datensatz

s N
P W E

Abbildung 5.2.2: Ein Ausschnitt aus dem CIFAR10-Datensatz

besteht aus 70000 farbigen Bildern mit der Auflosung 32 x 32 Pixeln, von denen ein
Ausschnitt in Abbildung 5.2.2 zu sehen ist. Dabei sind Zehn Klassen gegeben: Flugzeug,
PKW, Vogel, Katze, Hirsch, Hund, Frosch, Pferd, Schiff und LKW. Bei der Auswahl
der Bilder fiir den Datensatz wurde zudem darauf geachtet, die Klassen mdoglichst
disjunkt zu halten. Das heifit, dass beispielsweise in der Klasse der Autos und LKW,

3 Wobei in den 40 Epochen, das Modell mit der hochsten Accuracy auf den Validierungsdaten zur
Evaluation ausgewdhlt wird.



5.2 RESNET-18

keine Bilder von Fahrzeugen enthalten sind, welche in beide Kategorien fallen konnten,
wie zum Beispiel ein Transporter. Zu jeder Klasse sind 7000 Bilder gegeben, wobei
6000 zum Erlernen der Modellparameter genutzt werden und 1000 zum validieren.
Damit sind die Klassen gleichverteilt. Beim trainieren der Netze wurden zufillige
32 x 32 Pixel grofie Ausschnitte aus den 4 Pixel Zero-gepaddeten Ursprungsbildern
verwendet, welche mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.5 horizontal gespiegelt wurden,
um eine bessere Generalisierung zu erzielen.

Bei der Untersuchung der Out-of-Distribution-Erkennungsleistung in den Experi-
menten wird nicht der gesamte Datensatz zum erlernen der Modellparameter genutzt.
Es werden jeweils zwei Klassen ausgeschlossen, welche als Out-of-Distribution Einga-
ben dienen sollen. Um die Messungen der Leistungen aufgrund der fehlenden Klassen
in den Trainingsdaten nicht zu verfdlschen beziehungsweise von den fehlenden Klas-
sen abhidngig zu machen, werden zuféllig 8 mal zwei Klassen ausgeschlossen und am
Ende die durchschnittlichen Leistungen der Modelle verglichen. Es werden insgesamt
9 Architekturen untersucht. Diese sind ResNetyooooo, ResNeto10000, ResNetooooo1,
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ResNetoo1110, ResNetooo100, ResNeto10101, ResNetoo1010, ResNetogo111 und ResNetyq1117.

Insgesamt wurden daher 8 - 9 = 72 Modelle betrachtet, mit je 8 Modellen pro Archi-
tektur. Bei der Betrachtung der Leistungen des Modells fillt auf, dass alle Modelle

Modell Accuracy AUROC OOD | AUPR OOD
ResNetpooo00 || 0.843 £ 0.014 | 0.650+0.016 | 0.282 £0.010
ResNetpoooo1 || 0.837 £0.013 | 0.701 £0.013 | 0.388 £0.022
ResNetpoo100 || 0.8424+0.012 | 0.748+0.021 | 0.516 £0.039
ResNetpoo111 || 0.840 £0.011 | 0.726 £0.018 | 0.434 £0.037
ResNetpo1010 || 0.835+0.013 | 0.761+0.016 | 0.520 £ 0.036
ResNetpo1110 || 0.835£0.012 | 0.756 £0.020 | 0.505 + 0.040
ResNetp10000 || 0.839 £0.011 | 0.758 £0.023 | 0.534 £ 0.036
ResNetp10101 || 0.829 £0.016 | 0.736 £0.015 | 0.485+0.022
ResNety11111 || 0.818 £0.015 | 0.747 £0.017 | 0.470 £0.035

Abbildung 5.2.3: Leistungen der Modelle. Die Accuracy wurde auf den Validierungsdaten
berechnet und AUROC/AUPR anhand der ausgeschlossenen Klassen. Die
AUPR Baseline ist 0.2, da die OOD-Klassen unbalanciert sind

eine dhnliche durchschnittliche Klassifikationsleistung aufweisen, wobei das klas-
sische Modell knapp die beste Klassifikationsleistung erzielt. Werden die AUROC-
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EXPERIMENTE

und AUPR-Werte bei der Out-Of-Distribution-Eingaben-Klassifikation betrachtet, so
fallt auf, dass alle Modelle die AUROC-Baseline von 0.5 und die AUPR-Baseline
von 0.2 schlagen. Insbesondere weisen alle hybriden Modelle eine deutlich hohe-
re Out-Of-Distribution-Eingaben-Erkennungsleistung auf, als das Klassische Modell
ResNetooooo0- Die beste Out-Of-Distribution-Eingaben-Erkennungsleistung weisen
ResNetpp1010 und ResNetoi0000 auf. Diese haben sogar eine bessere Leistung als
das vollbayes’sche Modell ResNetj17717. In Abbildung 5.2.4 ist die Leistung der
hybriden Modelle in Abhédngigkeit von der Anzahl an Samples, welche zur Erwar-
tungswertbildung gemif3 2.6.6 genutzt werden. Dort ist zu erkennen, dass selbst fiir
die Sampleanzahl S = 1 die Klassifikationsleistung nicht signifikant sinkt. So bleibt
die Klassifikationsleitung bei den hybriden Modellen nahezu Konstant. Die Erken-
nungsleistung durch epistemische Unsicherheit ist bei den S = 1 auf dem Minimum
der Messwerte und erhoht sich Sprunghaft fiir S = 2. So wéachst der AUROC Wert nur
sehr Langsam mit der Anzahl an Samples. Zwischen S = 2 und S = 10 betragt die
durchschnittliche Differenz des AUROC-Wertes nur 0.033 und die durchschnittliche
Differenz des AUPR-Wertes 0.091. Da alle Modelle im Durchschnitt einen um mindes-
tens 0.05 hoheren AUROC-Wert und einen um mindestens 0.1 hoheren AUPR-Wert
gegentiber dem klassischen Modell haben, schlagen die hybriden Modelle sogar bei
einer Samplinganzahl von § = 2 das klassische Modell. So bringen die hybriden
Modelle bei maximal doppeltem Rechenaufwand deutlich bessere Out-of-Distribution
Eingaben Erkennung. Bei der Wahl von ResNetoooo01 ist dieser Mehraufwand mini-
mal, da nur ca. 10% der Gewichte bayes’sch sind und das Modell getrennt hybrid ist.



Durchschnittliche Accuracy in Abhangigkeit von den Samples
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5.2 RESNET-18
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Abbildung 5.2.4: Die Durchschnittlichen Leistungen der Modelle in Abhéngigkeit von der
Anzahl an Samples, welche zur Erwartungswertbildung gemaf3 2.6.6 genutzt

werden.
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FAZIT

In dieser Arbeit wurden die Rechenaufwéndigen bayes’schen neuronalen Netze unter-
sucht, deren Rechenaufwand zum einen aus dem Sampling der Parameter und zum
anderen aus der Erwartungswertbildung bestand. Die Reduktion des Rechenaufwands
wurde anhand der Reduktion der bayes’schen Gewichte sowie, der Positionierung die-
ser und der Reduktion des Samplings bei der Erwartungswertbildung vorgenommen.
Dabei wurde experimentell Untersucht, in wie weit sich diese &ndernden Faktoren
auf die Klassifikationsleistungen auswirken. Hierbei wurde festgestellt, dass die hy-
briden Netze bei der Erkennung von Out-of-Distribution Eingaben, die von [HG16]
vorgeschlagene Baseline schlagen und dabei teilweise bessere Leistungen erzielen als
ihre vollbayes’schen Gegenstiicke und dabei ihre Klassifikationsleistung beibehalten.
Jedoch schwanken die Resultate unter den hybriden Netzen und es konnte kein Muster
erkannt werden, welches angibt wie die bayes’schen Gewichte zu positionieren sind.
Jedoch erzielen die hybriden Modelle in der Out-of-Distribution-Eingaben-Erkennung
bessere Ergebnisse als die nicht-bayes’schen Modelle, selbst wenn nur eine Schicht
bayes’sch ist. In Abschnitt 5.1 wurde gezeigt, dass mit 1,12 mal Mehraufwand, das
Modell verbessert werden kann. In Abschnitt 5.2 wurde dabei auch gezeigt, dass
die Erwartungswertbildung mit nur zwei Samples bei der Erwartungswertbildung
brauchbare Ergebnisse liefert. Insgesamt ldsst sich das Fazit ziehen, dass durch hy-
bride Modelle und eine kleine Samplinganzahl bayes’sche neuronale Netze deutlich
effizienter werden, ohne dabei signifikant an Leistung zu verlieren, sodass bayes’sche
Modelle in der Praxis relevanter werden konnten. Dabei konnte in Zukunft untersucht
werden, in wie weit sich die Auswahl des Variational Posteriors und des Priors auf
die Leistungen der Modelle auswirken. Des weiteren konnten weitere komplexere
Modelle untersucht werden.
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Abbildung A.o.1: AUROC Kurven der Modelle in der Out-of-Distribution Erkennung. Die
Legende gibt die Fliche unter den Kurven an. X-Achse entspricht der FPR
und die Y-Achse dem Recall.
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Abbildung A.o.2: AUPR Kurven der Modelle in der Out-of-Distribution Erkennung. Die Le-
gende gibt die Flidche unter den Kurven an. X-Achse entspricht dem Recall
und die Y-Achse der Precision.
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